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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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Бси пси вита ижица 

КС ПС ф и-в 

Въ церковно-славянскомъ язык^ 42 буквы. 

Первое и главное правило, при чтен1и церковно- 

славянскихъ книгъ: нужно произносить слова такъ, какъ 

они написаны, а не такъ, канъ они произносятся въ обыкно- 
венномъ разговоре. 

Напр. П^тр^ (Петръ, а не Пётръ), Л1^д^ 
(медъ, а не мётъ), твое (твое, а не твоё), 
спас^т^ (спасетъ, а не спасётъ), царЕ/и^ 
(царемъ, а не царёмъ), кода (вода, а не вада), 
Азъ. (азъ, а не асъ), коравль (корабль, а не 
карабль), плодя (плодъ, а не плотъ), его 
(его, а не ево). 
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Книга эта заключаетъ въ себ^Ь кйнекатическую часть курса 
анадитичесБОй механики, который я читаю лицамъ, знакомыщъ 
съ основашяии дифференцтальнаго ж интегральнаго исчислен1й. 

Принятое въ настоящее время разд'Ьлен1е аналитической ме- 
ханики на двФ части: Бинематическую и Бинетическую, устано- 
вилось по 1'Ьр'Ь развит]я науки и необходимость его указана .уфе 
давно авторитетами, которнмъ аналитическая механика обязана 
своимъ настоящимъ состояшемъ. "^ 

Аналитическая механика им'Ьетъ гЬсную связь, съ одной сто- 
роны съ геометрхей, съ другой — съ натуральной философ1ей; первая 
связь проявляется въ кинематик'Ь, вторая— въ кинетик'Ь. 

Натуральною философтею назнваютъ, со временъ Ньютона, 
всю систему наукъ, занимающихся изсл'Ьдоватемъ законовъ ма* 
терьяльнаго мхра и предсказан1емъ, на основаши зтихъ законовъ, 
новыхъ явлешй, еще не наблюденныхъ. 

По опред'Ьлешю^ данному Ньютономъ въ предислов1И къ пер- 
вому издан1Ю его книги: РЬ11о8орЫае па(ига118 рппс1р1а та(Ье- 
таИса, аналитическая, или, какъ онъ называетъ, Ращональная 
Механика есть точная наука, трактующая 6 движешяхъ, произ- 
, водимыхъ данными силами, и о силахъ, потребныхъ для произ- 
веден1я данныхъ движен1й. 

Это опред'Ьлен1е по видимому не полно; въ немъ, наприм^Ьръ, 

'^ умалчивается о т'Ьхъ случаяхъ, когда матерьяльныя т'Ьла, под- 

верженныя д'6йств1Ю силъ, находятся въ поко'Ь. Однако, вопросы 



.4 

Гт 



этого рода могутъ подразум'Ьваться, какъ частные случаи вопро- 
совъ динаиичесБихъ, такъ канъ покой можно разсматривать, какъ 
частный случай движешя. 

Съ другой стороны недьзя и требовать, чтобы опредйлеше 
всего объема науки могло быть высказано въ двухъ, трехъ фра- 
захъ: назначеше опред'Ьлен1я состоитъ въ указан1и ц'Ьли науки 
и м'Ьста ея по отношен1Ю къ наукамъ съ нею сроднымъ. 

Сопоставляя вышеприведенныд опред^^ещ Натуральной Фи- 
лософ1и и Механики, мы видимъ, что посл'Ьдняя должна служить 
основашемъ первой; на этомъ м'Ьст'Ь мы, дМствительно, нахо- 
димъ механику 9 какъ у Ньютона, такъ и у нов'Ьйншхъ авторовъ 
(напр. у Томсона и Тета). 

Связь механики съ геометрхей обусловливается т'Ьмъ^ что прежде 
разсмотр^Ьн1я зависимости между . движешеиъ матерьяльныхъ т^Ьлъ 
и причинами движев1я, мы должны изучить^ — какъ зам^тилъ 
д'Аламберъ^— теор1Ю движешя геометрическихъ и матерьяльныхъ 
объектовъ независимо отъ причинъ, производящихъ движенхе; эта 
теор]я движешя^ по почину Ампера, называется Кинематикою. 

Хотя кинематика болЬе принадлежитъ къ геометрхи, ч^Ьмъ къ мс- 
ханик<6, такъ какъ она основывается только на акс10махъ чистой ма- 
тематики и, кром^ того, мног1е вопросы кинематики им'Ьютъ скорее 
геометрическШ, ч^^щъ механическ1й интересъ^ но, однако, приходится 
ее разсматривать даже въ настоящее время какъ часть механики, по- 
тому что мног1Я^ разсматриваемыя въ ней^ качества движешя (ско- 
рость, ускорен1е, угловая скорость и проч.) им'Ьютъ весьма важ- 
ное значен1е въ Механике и почти неразсматриваются въгеометрш. 

По сказаннымъ причинамъ, мы разд'Ьляемъ механику на: 

кинематическую часть, въ которой разсматривается движенхе 
независимо отъ причинъ его, и на 

кинетическую часть, въ которой разсматривается зависикость 
между движенхемъ матерш и причинами, его производящими. 

Система изложен1я кинематической части, принятая мною, не 
заимствована ни у котораго изъ изв^Ьстныхъ меЬ авторовъ меха- 
ники; но я не могу утверждать, чтобы она принадлежала ш1Ь 



всец^Ьло, во первнхъ потому, что во многихъ м1Ьстахъ я ел'Ьдовадъ 
прим4ру ^^^амеля, Бура, Сомова и другихъ, во-вторыхъ потому, 
что порядокъ изложешя, которому я сл'Ьдую, является необходм- 
мнмъ т трб<$ован1ю настоящаго времени; я полагаю, что въ та- 
комъ порядк:Ь излагаютъ теперь механику почти везд'Ь, и на- 
д'Ьюсь, что одновременно съ моимъ курсомъ появятся гд'б либо 
курен другихъ авторовъ, изложенные подобнымъ-же образомъ. . 

Не входя зд'Ьсь въ подробное перечислен1е порядка изложешя, 
съ которниъ можно ознакомиться по прилагаемому оглавленш, я 
укажу на введенную мною статью объ относительномъ движеши 
точки по отношен1Ю къ движущейся изм'Ьняемой сред'Ь (Глава 
У) и на относящ1еся къ этой стать'Ь прим'Ьры 40 и 41 (въ 
Глав'Ь УП); введете ихъ я счелъ полезнымъ въ видахъ обоб- 
щен! а теоремы о геометрическомъ сложеши скоростей. 

Въ виду назначешя этого курса я не включилъ въ него 
теор1и криволинейныхъ координатъ, статьи о мгновенномъ центр1Ь 
ускорен1Й точекъ твердаго т4ла, статьи объ относительныхъ уско- 
рен1яхъ точекъ твердаго т'Ьла, им'Ьющаго относительное движе- 
Н1е по отношен1ю къ н'Ькоторой неизм'Ьняемой систем'Ь, и н1Ько- 
торыхъ другихъ статей; такъ называемая кинематика изм'Ьняемаго 
т4ла будетъ пом4щена въ особой книг4, въ которой будетъ из- 
ложена гидродинамика и теор1я упругости. 

Шкоторыми прим']&рами, пом'Ьщенными въ книг'Ь, я обязанъ 
знакомству съ работами нашихъ русскихъ ученыхъ: Гг. Профес- 
соровъ Окатова, В. Цингера, Жуковскаго и другихъ. Пад'Ьюсь 
впосл'Ьдствш присоединить къ этимъ прим'Ьрамъ большее число 
задачъ для упражнен1я по аналитической механике. 



Д. Бобыдев1^. 



С.-Петер6ургъ. 
21-го Сентября 1880 года. 
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ВВЕДЕН1Ё. 



1. Анадлтическая или Рашональнад Механика учитъ: 

Опред'Ьддть зависшюсть между движенгемъ матерьяль- 
нихъ тгьль и причинами^ производящими или изменяющими 
движен1е . 
и опред'Ьлять услов1я, при которнхъ матерьлльння т'Ьла, под- 
вержевнвя дМств1ю такихъ лричинъ, могут*^ оставаться въ 
поБО'Ь или двигаться изв'Ьстннмъ образомъ. 

2. Всякое движен1е совершается въ лространств1Ь и во вре- ^ 
мени; посл'Ьдн1Я суть понят1я первоначальЕНя и прост'Ьйш1я ж < 
поэтому не нуждающ1яся въ опред'Ьлен1яхъ. ^ 

Движен1е матерьяльнаго т'Ьла есть совокупность движешй всЬхъ 
сто точекъ. 

Движен1е точки есть посл'Ьдовательный и непрерывный пере- 
ходъ ея черезъ точки пространства, совершающ1йся съ течешемъ 
времени. 

3. Всякое матерьядьное т'Ьло им'Ьетъ н'Ькоторое строеше ж 
обладаетъ н'Ькоторыми физическими свойствами. 

Подъ строен1емъ Т'Ьла понимается: форма или видъ ограни- 
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тавающе! его поверхности, видъ поверхноете! огранячнвающкхъ 
его части и вообще взаинное расположешё всЪхъ частей его, 
иакъ крупннхъ, такъ ж саннхъ иельчайпгахъ. 

Иаи1^нен1Я въ строеши т1^ла называются дефорнац1яи. 

ТаБ1я т'Ьла, которня ни отъ иакихъ прнчинъ не оретерп'Ьваютъ 
никакихъ дефорнац1й, называются вполн'к твердыми или неизм'Ь- 
няемыми гЬлани; можно сказать, что: твердое или неизмгьняемое 
т1ьло есть такое, въ -которомъ рагстоянгя меокду каоюдыми 
двумя точками, принадлежащими ему, остаются неизмпм- 
ньши, какь бы тгмо ни двигалось и какимг бы причинамъ 
двиокеигя или условгямв оно ни было подвержено. 

Таш гЬла называются также идеально-твердыми, такъкакъ 
въ дМствительнооги ни одно вещество не удовлетворяетъ 7СЛ0В1Ю 
полной неизм'бняемости въ строгомъ смысле зтого слова; твердый, 
ВЪ фмзическомъ смысл'Ь, гЬла приближаются къ дтому идеалу 
бол'Ье или мен:Ье, смотря по свойствамъ вещества^ виду тЪла, 
величинаиъ и шшравлешяиъ приложенныхъ сялъ. 

Одно изъ физическихъ свойствъ, присущихъ всякому Д'ЬЙ- 
ствительному матерьяльному т^Ьлу, есть инерщя. 

Одно изъ проявлешй свойства инерщи заключается въ томъ, 

что т%ло, щ|*ходящееся въ покоФ, не можетъ безъ причины прШдти 

въ движете, 

4. Причины, приводящ1я покоющееся гЬло въ движете, на- 

^^ 
зываются силами. 

Другое проявлете свойства инерщи заключается въ томъ, что 
по прекращети дЫств1я силъ на движущееся т'Ьло, движен1е его 
не прекращается, но сохраняетъ н'Ькоторущ.рпред'Ьленную форму, 
определяете которой мы сд'клаемъ посл'Ь; но теперь условимся 
называть это движете, сохраняющееся въ т'ЬлФ послА прекра- 
щети дМстихл силъ на него, движен1емъ по инерщи. 
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Дшшенаа по гаерщ! же южетъ, Н1 ун1Чтокктьс1, ю нз1%- 
«ить евов фофку <^зъ яоваго диетв1д силъ. 

Такимъ образонъ яожно (жазать, что крична двжжвшя ^учь 
ЛЁМКАто укМЕа: 

а) д1Дстме еидъ^ 

б) свойство инерц!?. 

5. Прежде 4*6» приступить къ предмету собственно Анали- 
тической Механики, придется условиться относительно опред'Ьле- 
ш\я нФкоторнхъ П0НЯТ1Й присущихъ движенш и существенно 
«еобходиинхъ въ Аналитической Механик1^; эти понят1я суть: 
хворость, усвореше, угловая скорость и ускореше и проч. 

При этомъ мн будеиъ разсматривать движен1е независимо 
Ч)тъ производящвхъ его причинъ. 

У чен1е о движен1и, разсиатриваемомъ' независимо отъ причинъ его 
производящвхъ, называется Кинематикою; сравнивъ это опред'Ьлен1е 
4Ъ вышеприведеннимъ опред'Ьлен1енъ Аналитической Механики, мн 
должны будемъ заключить, что Кинематика не составляетъ, въ стро- 
•1Ч)мъ смысл'Ь слова, части Аналитической Механики; это есть скор'Ье 
^асть Геометр1и, именно Геонетр1Я движен1я; несмотря на это, при 
)еастоящемъ состояши Математическимъ ваукъ, приходится, въ силу 
деобходимости, причислять Кинематику къ Аналитической Меха- 
^ик'Ь, разсматривая ее какъ Геометрическое введен1е въ посл'Ьднюю. 

Посл'Ь Кинематической части мы изложимъ т'Ь положен1и и^ 
гипотезы, на которнхъ основывается Аналитическая Механика. 

Посл'Ьдняя разд'Ьляется, какъ известно, на Статику и Ди- 
4д[анику; въ первой разсматриваются вопросы о равнов'Ьсхи т'Ьлъ 
^если выражаться точно, то слЪдуетъ сказать: вопросы о равно- 
вФс1и силъ приложенныхъ къ покоющимся т'Ьламъ), во второй — 
^вопросы о движев1И Т'Ьлъ. 

1* 



4 



^ 
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Отатика н Дрнааива капедьно-жвдкихъ я газообразннхъ тФлъ^ 
тбор1и: упругости и равнов1^С1в снпучихъ т^Ьлъ и проч., суть^ 
спбЦ2адьные отделы АнаптичесЕой Механики. 

Крон'Ь того, въ курсахъ Аналитической Механики посвд'- 
щаетсд особая глава теор1и силъ, дМссгвующихъ на ранстояшяхъ^ 
и им'Ьющихъ такъ называемый потеш11алъ. 
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Часть Кинематическая. 



ГЛАВА I. 

Абсолютное движете и скорость точки. 

9Ан^тн»с § 1. Абсолютное двкжеше точкк есть нереходъ еж черезъ 

лески- трг- .- " • « 

в^^^яш^^^^очкЕ пространства, совершающЛеж еъ течен1е1ъ вренени послъ- 



•и«к4«« 



*е,1ст»р<д/д^дз,тельно и непрерывно. 

Пространство и всЪ точки его мы поннпенъ неподвнжннми, 
поэтому неподвижна и всякая лишя и всякая поверхность про- 
веденная черезъ точки пространства; мы проводииъ въ простран- 
ств^^ три взаишно перпендикулярння плоскоски и принимаемъ ихъ 
за плоскости У02, 20Х, ХОУ прямоугольныхъ прямолинейннхъ 
координатъ, П0Н0Щ1Ю которыхъ внражаехъ положеше точекъ въ 
оространств'Ь. ПересЬчешя этихъ плоскобтей, такъ назнваехыя 
оси координатъ, мы обозначаемъ чрезъ ОХ, ОУ^ 02 (черт. 1); 
каждая ось их'Ьетъ положительную и отрицательную сторону; по- 
ложительный стороны осей располЬжены такъ, что наблюдатель, 
^тоящ1й ногами въ О — начал^Ь координатъ/ прислонивш1Йся къ 
положительной оси ^-овъ и смотрящ1й вдоль по положительной 
оси Х-овъ, будетъ имАть положительную ось У-овъ вправо 
(черт. 2 и 3). Если намъ случится разсматривать какой либо 
вопросъ, въ которомъ положеше точки оаред'Ьляется координа- 
тами на плоскости ХОУ, то мы всегда будемъ предполагать та- 
кое именно относительное расположен1в осей ОХ и ОУ. ^^ 



т^м. *--. 



Время считается отъ какой либо эпохи или начальнаго моиента- 
и измеряется числомъ едииицъ времени протекшихъ отъ начальное^ 
эпохи до разсматриваемаго момейта; время прошедшее отъ эпохи 
до момента бывшаго ран-Ье эпохи есть величина отрицательная. 
За единицу времени мы будемъ принимать секунду средняго 
времени; въ звФздннхъ суткахъ заключается 86164,09 такихъ- 
секундъ. Въ тФхъ случаяхъ, когда будетъ принята другая еди- 
ница времени, будетъ сделано надлежащее у казаше. 

Подвижная точка не мохетъ находиться одновременно въ нЪсколь- 
кихъ точкахъ пространства, но можетъ побывать въ нихъ послтьдо- 
вательно въ разные моменты времени; переходъ ея изъ одной точки 
пространства въ другую, находящуюся въ конечномъ разстоянхи отъ 
первой, сове([Д1{мтс9 ч^езъ промежуточные точки цепре|»ывно, такъ 
I что движущаяся точка чертитъ въ пространств'^ непрерывную^ 

ЛИН1Ю, называемую траекторгею абсолютнаю деыоюенгя точки. 
^^^^нсми § 2. А^лютння координаты движущейся точки суть вели* 
к^Дг^^^^^'-чины перем4нныя (о:, у, ;8?), непрерывно изм'Ьняющшся съ тече- 
]^^Гу^'Х.')е;%'«/. шемъ времени и они суть м<Ькоторыя функщи времени: 

*:';<«'«;'. . х=т), .у=ш, ^=-т) (1> 

/у^*' •'*«/'** Чтобы ВД0ЛН4 знать абсолютное движете точки, надо чтоб»^ 
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были даны эти функц1И /1(^), /*2(0) Ш) уди чтобы им'Ьлись сред- 
ства и даннца для ихъ опред:Ьлен1я. 

Бели Д/^з/з известны, то, по исключед1и изъ равенствъ (1> 
времени <, «ы подучимъ два уравнен1я кривой лиши, соединяю- 
щей вс1^ тФ точ1и1 пространства, черезъ которыя движущаяся 
точка проходитъ при данномъ движенш, т. е. мы получим^ 
уравнешя траэктор1и этого движен1я. 

Примеры : 
Прим^ръ 1-й 

а;=а+а^ 9=Ь+р^' ^=с+7*> 
ураввен1я траэкторш: 



в 3 



I 



;: 
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это есть пряная жйшхжу проходящая черезъ ту точку ороетран- 
етва, коордиштн которо! еуть: а, &, с; мправлеям этой дпш 
еоставдяетъ еъ осяш коордпатъ тавзе углн Х^ р., V, восоуев 
Боторнгь нрюпорцюнадьнн велчиванъ а, ^, 7' 

С08Х : созр. : созу = 0:^:7. 

Прга^Ьръ 2-1. 

Движеше точш проиеходитъ въ плоскосш ХУ. 






урав1ен1е траэкторип 



2 2а» 



ооказнваетъ, что это есть парабола, им'Ьющая вершину въ О и 
главную, ось по оси У черт. 4^ 

ПримФръ 3-й 
уравнен1б траэвтор1и: 

это — тоже парабола, вершина которой не находится въ нача^А 
координатъ черт. 4 Ыз. ^^* '***'*" •^*«-^?*' '^ ' ' '*^^^ 

§ 3. Во иногихъ случаяхъ, для удобства анализа, внрахаютъС«|>с^н г< 
аоложен1е движущейся точки поиощш координату другой системы, ^ 
напр. косоугольной, полярной, сферической и др. смотря по ха- 
рактеру движен1я. Мы зд'Ьсь дадимъ необходимая указан1Я отно- 
сительно полярныхъ координатъ на плоскости, полуполярныхъ и 
сферическихъ координатъ въ трехъ изм'Ьрев1яхъ, которсши намъ 
нередко придется пользоваться. 

Сферическ1я координаты какой либо точки М еуть: 
г = ом — длина рад1уса вектора ея, т. е. разстояше точки 
М отъ основной точки О — полюса системы, черт. Ь^ 



и Кв.111 Са 



^-^ 
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<Р ^^МОР-^ уголъ, составддбмнб рад1усомъ векторокъ съ основ- 
вою лишею ОР-г- полярною осью системы, Ф=ХО^-г-двугранный 
уго^1Ъ, составляемнй плоскостью МОР съ основною плоскостью 
РОХу которую можно назвать плоскостью перваго мерЕД1ша. 

Вс4 точки, которыя им4ютъ одну и тулье координату г=Б, ле- 
жатъ на поверхности сферы им^кющей центръ въ О и рад1усъ равный ^К. 

ВсЬ точки, которыя им'Ьютъ одну и туже координату т=Ф, 
лежатъ на конической поверхности, им'Ьющеб вершину въ О, и про- 
ИЗВ0ДЛЩ1Д которой составляютъ съ полярною осью уголъ равный Ф. 

ВсЬ точки, которыя им4ютъ оДну и ту же координату Ф=^, 
лежатъ въ одной и той же плоскости меридхональной, т. е. прохо- 
дящей черезъ полярную ось; уголъ ^ опред'Ьляетъ эту плоскость. 

Эти поверхности называются координатными поверхностями 

Все пространство занято тремя системами координатныхъ по- 
верхностей: 

1) Сферами, им'Ьющими центръ въ лолюсЬ О; радгусы сферъ 
ИМ'ЬЮТЪ всевозможный величины отъ нуля до безконечности; уравнен1е 
такой сферы, им'Ьющей радхусъ ^%, въ сферическихъ координа- 
тахъ есть: 

г = В. 

2) Коническими поверхностями вращен1я около оси 0Р\ 
углы <р поверхностей им'Ьютъ всевозможныя величины отъ нуля 
до 1?; уравненхе такой поверхности, имеющей уголъ Ф, въ сфе- 
рическихъ координатахъ есть: 

ср = Ф. 

3) Меридтональными плоскостями наклоненными къ плоскости 
перваго мерид1ана подъ всевозможными углами отъ ^=0 до ^=^2-^^ 
уравнен1е мерид1ональной плоскости, составляющей съ первымъ 
меридтаномъ уголъ 1*, въ сферическихъ координатахъ есть: 

Положеше точки опред'Ьляется какъ м'Ьсто перес'Ьчен1Я трехъ 
координатныхъ поверхностей : 



1-3. 
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на которнхъ она находится совместно. 
Совокупность уравнешй: 



= Ф1 






представляетъ лин1Ю перес1кчев1я жервдювальной плоевостн в ко- 
нвческой воверхвоств, ва которнхъ ваходится точка. 

Сововтввость уравнен1й: 

«1' = ^ 






лредетавляетъ лив1Ю пересЬчешя 1ерид1они[ьно1 плоскости и 
сферы, на которнхъ находится точка. 

Совокупность уравнен1й: 






представляетъ лишю перео'Ьчен1Я сферц и конической поверхности, 
на которнхъ находится точка. 

Эти лиши называются ' координатными лингями; касатель- 
ння же въ точк<Ь М^ нроведенныя къ координатнылъ лшяшъ^ 
называются координатными осями. > 

Положительная сторона каждой координатной оси направляется ^ 
въ ту сторону, куда увеличивается третья координата, а ииенно: ^ 

положительная сторона оси а, совпадающей съ пряною ли* 
шею (ф=:Ф, ^ = ^Х направлена въ ту сторону, куда увеличи- 
вается г, т. е. отъ полюса О, 

положительная сторона оси р, касательной къ нерид1ану 1|;»^ 
на сфер<Ь г=В, направлена въ ту сторону, куда увеличивается 
координата <?, 

положительная сторона оси т» касательной къ паралельноиу 
(малому) кругу (р=Ф на сфер* ^=^В, направлена въ ту сто- 
рону, куда увеличивается ^; 
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^ (угодъ ф увеличикавтся по напрдвлбН1Ю движен1Я етр-ЬдоБЪ 
) часовъ для наблюдателя располохеннаго по ОР). 

Эти координатння оси а, р, ^ измФняютъ свои направлешя 

■ 

при двихен1И точки; они ортогональны, т. е. еоетавляютъ одна 
съ другою пряные углы. 

БоордЕнатн движущейся точен суть фунвцш врехени: 

г =• ЛСО; 9 = ГМ Ф = ШУ, (2) 

N. 

если эти фунБЦ1и изй'Ьстны, то изв'Ьстно движеше точки; исключивъ 
изъ равенствъ вреия Ь^ получииъ два уравнешя иежду г, <р, ф, 
представляющ1Я траэкторш точки въ сферическихъ координатахъ. 

5(слА^не%х. § 4. При употреблеши поля^ыхь координатъ на плоскости, 
Г , координаты суть: радхусъ векторъ р=Ож и уголъ Ь=РОМ; коор- 
динатный ЛИН1И суть: 0=соп81; — лин1я ОЖа.и кругъ р=соп8(; ко- 
ординатный оси а и Р ортогональны; 6 изн^Ьняется отъ нуля до 27г, и 
далФе, въ положительную и отъ нуля до — 27с, и дал'Ье въ отрица- 
тельную сторону; собственно говоря 6 иожетъ принимать всевознож- 
ныя положительный и отрицательный величины; но {Ь-\-2т:) ии'Ьетъ 
ври ц1^лонъ п тоже геометрическое 8начен1е, что и О (черт. 6). 
К(»и««е*- «5'^- § 5. Полуполярныя или круговоцилиндричесия координаты суть: 
"^фЛТн^^'п^ 1) а^=^ИМ^ разстояше точки М отъ основио! плоскости 
ХОУ\ координатння поверхности, выражаемый уравнен1ями вида: 
;з?=:соп8(., суть ПЛОСКОСТИ, пардллельиыя плоскости ХО У; ^ег мо- 
жетъ изм'Ьняться между — с» и + со ; 

2) в=^№ОХ есть уголъ между плоскостью МОгОЖж основ- 
ною плоскостью 20Х\ координатмыя поверхности, выражаемый 
ураввешяни вида: б=соп8(., суть плоскости, проходящ1Я черезъ 
ось 02\ ь можетъ изменяться отъ нуля до 2к въ положитель- 
ную и до ( — 21г) въ отрицательную сторону; (черт. 7) 

3) р=^О^М=ОN есть разстояше точки М отъ основно! 
оси 02', координатный поверхности, выражаемый уравнешяа 
вида: р = соп$<;., суть цвлиидрическ1я поверхности съ круговымъ 
сЬчешемЪу производящ1Я которыхъ параллельны оси 02; р мо- 

- жетъ изменяться отъ нуля до +С50, 



1-5.^. 



— 11 — 



Боординатныя лин1И и об1 суть: 
координатная лин1я: 

6 = ооетоянноиу 
^ = достоян. 

«сть пряная ЛИН1Я ОхЖа; ось а направлена въ сторону увеличенхя р; 
координатная лин1я: 

г = пост. 
р = пост. 

есть кругъ рад1уса р въ плоскости ^з = пост., и1<Ьющ1й центръ 
на оси 02\ ось р направлена по касательной къ этой лии1и въ 
сторону увеличешя в; 
координатная лин1я: 

р = пост, 
в = пост. 

есть производящая цилиндра р=пост., проходящая черезъ точку М; 
ось 7 направлена въ сторону увеличен^ 0. 

§ 6. Прим'Ьрн двихен1й внраженннхъ въ втихъ координа* ^}[»*^^^^ 
тахъ: Въ полярныхъ координатахъ на шоекости: ' * 'г 



Прии'Ьръ 4-й 



Р = а<; Ь = -^{^ 



т 
а и Т — постоянныя величины; уравненхе тра9ктор1и: 

представляетъ Архимедову спираль. 
Прии'Ьръ 5-й 



уравнеше траэкторш 



пТ^ 



н^десаияетъ доприешческую смраль. 



Т-6. 
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Въ сфефичесБихъ коордкватахъ: 
'Орим^^ръ 6-й. 

? = ?о + «^ 

.(Т0+ Я')' 



=(Ьд<^)1од 



Ч 



Н~\ 



ТраэЕ(тор1Д, находящаяся на поверхности сферы рад17а И^ 
выражается уравненхями: 



9 






Въ одноиъ изъ сл'Ьдующихъ параграфовъ будетъ показано , 
что касательная въ каждой точв'Ь этой кривой составляетъ съ 
иерид1аномъ этой точки постоянный уголъ а; такая кривая на- 
|>-^-1 знвается локсодром1ею. 

Въ кругово-цилиндрическихъ координатахъ: 

Прим'Ьръ 7-й 

Р = Я 



^ = Л 



1_ 
Т ' 



уравпен1е траэктор1и, находящейся на цилиндрической поверхности 
Р = -К: 



лг = А 



2т: 



это есть винтовая лин1я; шагъ винта = /^ а направлеше винто- 
вой лиши противоположно тому, по которому д'Ьлается нарезка 
во всЬхъ обыкновенныхъ винтахъ. 

Въ нЪкоторыхъ вопросахъ полезно бываетъ ввести прямолиней- 



^%о^»' Укаженъ на прим']Ьнеше восоугольныхъ координатъ ' къ примеру 8. сХ]* 7 
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ння косоугольные коорд1натн; при употреблеши ихъ надо, ко- 
нечно, авать углн между осянн коордннагь. * 

л^ты1»Вс»ьмвжь новую ОСЬ 0X^ (черт. Щ^ составляющую съ осью у утол*^ 

/^ + ш |, а съ осью X уго1ъ ш, тангенсъ кртораго равенъ: (— ) ; новня 

косоугольныя координаты х^ = ор^ у^ ^рт всякой точки выражаются въ 
прёжнихъ прямоугоЛгьвыгь вюордиватахъ (х^оп, у = пт) сл^дующIга^ 
образомъ: 

^^^'ё!^? Уг — У + ^Ьд^, 
или, такъ вак*:^ 1д*а = — , а сл']^довательио соз о) = , , то: 



а?1 ^; Ж, У1—У + — 



Подставивъ сюда внражен1я х V у «ъ функщи временя, данвыя въ 
прии'Ьр'Ё 3-ыъ, нн получинъ сл'^Ьдующя выражен1я движения въ косоугодь- 
ннхъ координатахъ: 



«1 = <]/«» + ?*; У1 = ^ 



Эти выражен1я им^ютъ то преимущество передъ выражетями того 
же движен1я въ прямоугольныхъ координатахъ, что у^ выражается однимъ 
только членомъ, какъ въ прим-Ьр-Ь 2-мъ. 

По исключев1и времени Ь, мы получимъ уравнен1е траэкторш въ та- 
комъ вид-Ь: 

^1 — ^ У1' 

Известно изъ аналитической геометрш, что въ такомъ вид* представ- 
ляется уравнвн1е параболы, есди за оси косоугольныхъ координатъ взяты 
побочную ось параболы, проходящую чрезъ какую либо точку ея и каса- 
тельную въ этой точк-Ь; нзв]&стно, что побочная ось О У (черт. 9) параболы 
параллельна главной оси и что хорды т,ж, параллельныя касательной ОX^у 
д-Ьлятся осью О У пополамъ (въ точк* п); это и видно изъ приведеннаго 
уравнен1я; для каждаго у, = оп уравнеше даетъ дв^Ь равныя и противо- 
положныя величины для х, а именно: {+х)=^пт и ( — х)^пти 
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и^«^|«<с § 7. Движете тот въ проетракетв! южетъ бнть выражено 
!^ик«^-ещ9 сл^Ьдующижъ образом: если будегь дава травктори, вавъ во 
•^ ««;^*^\ виду, тавъ и по подоженш въ пространств!^, и если бдеть ивв^Ьстно 
^'^У^^'^въ фунБЩИ вреиени ра8€тоян1е движущейсл точ&и отъ н'Ьиот(^в 
опред^ЬлеЕной точки ^8о траэкторш, ечитаеиое по дугЪ этой кривой. 
Разстодшя по дугФ траэкторш изж'Ьряютсд линейныии едини- 
цаии и ечитатея отъ какой либо точки традктор1и положитель- 
янии въ одноиъ, отрицательннии въ противоположноиъ наврав- 
дев1и по кривой: величины разстояшй отъ /$1) иы будеиъ обозна- 
чать буквою $ ($0 — О) ; относительно положительнаго направле- 
Н1Я по траэкторш надо въ каждожъ случа-Ь условиться. 

Приведеиъ два прии'Ьра движешй, выраженннхъ тавииъ 
образожъ. 

Прии'Ьръ 8. Траэвторк — окружность круга, внраженная въ 
полярннхъ координатахъ уравнен1ёжъ 

положительння разстояшя по к^Л считаются отъ точки ^8о, на- 
ходящейся на полярной оси, въ сторону указанную стр'Ьлкою; 
положеи1е точки на кривой выражается равенствоиъ 

полагая 1о = (черт. 10). 

Движущаяся точка въ этоиъ движешй колеблется по дуг-Ь, 
совершая разиахи равные А въ положительную и отрицательную 
стороны отъ точки ^8(); двнженхе перходическое; продолжитель- 
ность полнаго пер10да равна Т. 

Прии'Ьръ 9. Траэктор1я —циклоида, отнесенная къ пряиоуголь- 
ныиъ пряиолинейвыиъ координатаиъ и выражаеиая уравпен1яии: 

Д? = Л(ш + 8Ш О)) 

у = ^В(^ 4- 008 (о), 

въ которыхъ (1> есть вспоиогательный уголъ, могущ1й ниФть по- 
ложительный и отрицательный значешя. 
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Точв& 5о — на 0С1 У {щт. 11); ооюжительЕое направю- 
ше по траактор!! — п сторону оишчепую етр1и[К(Я), 

Положеше точки на криво! внражается равенствоиъ: 

■ ■ * ^ 

что предетавддетъ дви2кен1б ^жодщое п дви2кен1енъ нредндущаго 
прии^ра по кругу. 

Каждое нп трехъ уравнешС: 

внражающихъ въ пршоугодьнвхъ прянодннейннхъ координатахъ 
какое лн({о движепе точки въ пространетв^Ь, предетавметъ виАстк 
оъ гЬиъ двнжен1е по одной нвъ осей коордниатъ прдноугожьной 
проэкцш движущейся точки на вту ось, то есть: x^/'^{^) нред- 
ставляетъ движбН1е по оеи X нровкц1И движущейся точки на ось 
Х-овъ; точкою /8^о служить начало координатъ, равстояшя $ отъ 
нея суть величины х; положительное направлеше еовоадаетъ съ 
направлешеиъ положительной осн Х-овъ. 

Подобння значешя инЪють и оба друГ1я уравнен1я. 

§ 8. Пусть 81 есть равстояте по тра9ктор1и движущейся ^•^^*' 
точки отъ точки 5о въ ноиентъ *1, и 82 — подобная же вели- '«'^«о ^'♦' 
чина определяющая положен1е точки въ ноиентъ (2. 

Разность («2 — «О представляетъ перемтьи^нге точки по тра- 
эктор1И изъ того п^ложен1я, которое она ии'Ьла въ ноиентъ ^1, въ то 
положеше, которое она ии'Ьетъ въ ноиентъ ^з; переи'Ьщен1е иожетъ 
быть положительнымъ и отрицательныиъ и можетъ быть равно нулю, 
хотя точка и иуЬла движен1е въ течеши проиежутка вреиени (12—1^)' 

Такъ въ прии'Ьр'Ь 8*иъ переи^щеше за вреня отъ < = О до 

1=^^ равно нулю, хотя въ течеи1и этого вреиени точка ин^ла 

движете отъ в = О до 5 === -А и обратно и длина всего пути, 
пройденнаго точкою въ течеши этого проиежутка вреиени, равна 2Л. 

_ ]1^лина путщ проходимаго точною въ течен1И какого либо 

'■■-■■'■I.;. _ '■ ;'^-:- -,'-'■;*<•;,.■..,.. и. 1-> ^ ^~ Ч/(*)-^':' *• -'.■'"■; 
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^^чнлшс § 7, Движете точс! въ проетракетв! южеп бнть выражено 
мн1^с^«^-ещ» сл^Ьдующижъ образонъ: если будетъ дава траактори, вавъ во 
1^ ^';^*^'. виду, тавъ и по подожен1Ю въ пространств!^, и если б детъ ивв^Ьстно 
'"'^^'^^^въ фунБЩИ вреиени разстоянхе движущейсл точ&и отъ н'Ьиот(^й 
опред^ЬлбЕной точки ^8о траэкторш, ечитаеиое по дуг! этой кривой. 
Разстодшя по дугФ траэкторш изи'Ьряютсд линейныии едини- 
цаии и ечитатея отъ какой либо точки традктор1и положитель- 
янии въ одноиъ, отрицательныии въ противоположноиъ наврав- 
1ев1и по кривой: величины разстояшй отъ /$1) ин буденъ обозна- 
чать буквою $ ($0 — О) ; относительно положительнаго направле- 
Н1Я по траэкторш надо въ каждоиъ слу^а-Ь условиться. 

Приведеиъ два прии^ра движешй, внраженннхъ тавииъ 
образоиъ. 

Прии^Ьръ 8. Траэкторк — окружность круга, выраженная въ 
полярннхъ координатахъ уравиенхеиъ 

положительння разстояшя по дуг^Ь считаются отъ точки ^8о, на- 
ходящейся на полярной оси, въ сторону указанную стр'Ьлкою; 
положеи1е точки на кривой выражается равенствоиъ 

полагая *о = ^ (черт. 10). 

Движущаяся точка въ этоиъ движешй колеблется по дуг'Ь, 
совершая разиахи равные А въ положительную и отрицательную 
стороны отъ точки ^8^0; двнженхе перюдическое; продолжитель- 
ность полнаго пер10да равна Т. 

Прим'Ьръ 9. Траэктор1я —циклоида, отнесенная къ пряиоуголь- 
ныиъ прямолинейвыиъ координатаиъ и выражаеиая уравпен1яии: 

Д?= Л(ш + 8Ш О)) 

у = ^В(^ + 008 (о), 

въ которыхъ (1> есть вспоиогательный уголъ, иогущ1й ии^ть по- 
ложительный и отрицательный значен1я. 
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Тотв& 5о — на 0С1 У (1брт. 11); ооюжЕтельЕое направде- 
ше по траактор!! — п сторону оишчепую етр1и[К(Я), 

Подожеше то^и на криво! внражается равенствонъ: 

что предетавддетъ дв1хен1б аох|воб п дв1жен1енъ нредндущаго 
прп^ра по кругу. 

Каждое нп трехъ уравнбвЙ: 

внражающихъ въ пряиоугодьнкхъ прднодннейннхъ коордииатахъ 
какое ибо движепе точки въ пространетв'Ь, предетавметъ виАстк 
аь гкп двнжеше по одной ивъ осей коордниатъ прдноугодьной 
про9КЦ1И движущейся точки на вту ось, то есть: о: » /1 (<) нред* 
ставлветъ движбН1е по оси X ировкцш движущейся точки на ось 
Х-овъ; точкою /8^о служить начало координатъ, разстоишя $ отъ 
нея суть величины х; положителыюе направлеше совоадаетъ съ 
направлешеиъ положительной оси Х-овъ. 

Подобння значешя ии'Ьютъ и оба друГ1я уравнен1я. 

§ 8. Пусть 81 есть разстояя1е по траэкторги движущейся-^ 
точки отъ точки 5о въ иоиентъ ^, и $2 — подобная же вели- -•<»^о'-«'' 
чина определяющая положеше точки въ ноиентъ Ь^. 

Разность («2 — «О представляетъ перемтьщенге точки по тра- 
эктор1и изъ того п^ложен1Яу которое она ии'Ьла въ иоиентъ ^, въ то 
положеше, которое она ии'Ьетъ въ ноиентъ ^з; переи'Ьщен1е ножетъ 
быть положнтельнниъ и отрнцательнниъ и можетъ быть равно нулю, 
хотя точка и ин>Ьла двнжеше въ течеши проиежуткавреиени({2'--^1)* 

Такъ въ прии^рЪ 8*иъ переи^щеше за вреия отъ ^ = О до 

^ = ^ равно нулю, хотя въ течеи1и этого вреиени точка ииЪла 

движете отъ $ = 0до5===^ и обратно и длена всего пути, 
пройденнаго точкою въ течешн этого пронежутка вреиени, равна 2Л. 

]^лина путпу проходимаго точною въ течен1и какого либо 
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промежутка вреиени^ есть ветина во в«якомъ елуча'Ь поюакятель- 
ная, хотя бн деремФще91е ^нло отрицательннжъ; еодв точка со- 
вершила хотя какое нибудь движен1е въ течен1и этого промежутка 
вреиени иди части его, то длина пути не иожетъ быть равна нулю. 

Еаи движеше совершалось въ течёши разсиатриваемаго проме- 
жутка времени только въ одномъ нанравдеши по траэктор1и, то длина 
пути и перем1мцете могуть различаться только знакомь, но не 
абсолютною величиною; длина пути есть величина всегда положи- 
тельная, а перем^Ьщеше можетъ быть и отрицательянмъ, если на- 
правлен1е движен1Я было въ отрицательную сторону траэкторш. 

Другое Д'Ьло если направлеше движен1я м'Ьнялось въ течете 
разсиатриваемаго промежутка времени; разд'Ьдмвъ движете на части 
т^и моментами, въ которые напр^влеихе движешя изменялось въ 
противоположное, мы должны будемъ взять алгебраическую сумму 
полояиггельныхъ и отрицательннхъ перемЪщенШ, совершившихся въ 
течен1и веЬхъ зтихъ частей движетя, если пожелаемъ составить изъ 
нихъ перемЪщеше за весь промежутокъ времени; если же потре- 
буется опред'Ьлить длину пути, проКденнаго въ течен]и всего 
промежутка, то должны будемъ взять сумму абсолютныхъ, поло* 
жительно взятыхъ, величинъ чаетныхъ перемФщетй. 

НапримЪръ, если точка двигалась безъ перем-Ьны цаправленхя 
отъ Ж (черт. 1 1 Ыз) (гдЪ она находилась въ моментъ ^) до М% 
(моментъ ^з)? затЪмъ, перем'Ьнивъ зд^сь направленхе двяжетя, до Жз 
(моментъ 1г)у и, посл'Ь 90В0Й перемены направленхя, до Ж4 (мо- 
ментъ ^4)9 то, при указанномъ стрелкою положительномъ направ- 
лети, частныя перем'Ьщен1Я въ промежутки времени: (^2 — ^О? 
(«3 — ^2), (<4 — <з) будутъ: 

{82 — 81), («8 — «а), («4 — 8з), гд4 ^ = дуг* 8оМи «2 = 50^2, 

5з = ЗоМ^у 54 = воЖ*; первая и третья разность положительны, 
вторая же — отрицательна: перем*Ьщете за промежутокъ времени 

и — к будеТЪ (§4 — 5з) + («3 — «а) + («2 — «О = 54 — 51, Т. е. 

равно длин'Ь дуги Ж1Ж4, а длина пути будетъ равна: 

(54 — 5з) + (52 5з) + (52 — 51), 



т.*е. равна сумн^Ь ддднъ лугъ: 

МгМ^У ЖзЖг, М{М2у 

ИЛИ равна дуг* {М1М4 + 2 . -М'гЖз); дМствжтельно: дуги МгМ^ 

и ЩМ^ точка пробежала по одному разу, а дугу М^ь она 
проб'Ьхала три раза. 



9. Среднею скоростью еъ путщ совершаемомь точкою въ (^<^н^ 
ги промежутка времени {{^ — ^0, называется отношенге н^иу^и. с 



км ' 

теиенги промежутка времени (г^ — Ю^ называется отношенге и'и*^^. С4< 
между длиною пути I, пробгьшемаго точкою въ теченги этою ' 



промежутка времени и величиною самаго промежутка; т.- е.: 
(Средняя скорость въ пути) = ^^^^^ 

Это есть величина всегда положительнэ^я. 

Средняя скорость изи'Ьряетсд особыми сложнвиш единицами — 
единицами скорости 

Изъ величинъ различнаго рода, разсматриваемнхъ въ Меха* 
ник'Ь, величины длннъ, временъ и массъ изм^Ьряются Простыми еди- 
ницами, вс^Ь же проч1я величины измеряются сложными единицами. 
^ Единицы длинъ, времени и массъ могутъ им'Ьть различную вели- 
чину: т. -е. за единицу длины можно взять километръ, метръ, санти- 
метръ, и др., за единицу времени сутки, часъ, мицуту или секунду 
средняго или зв'Ьзднаго времени; произвольна также и единица массы; 
при выражен1и какихъ либо длинъ, временъ или массъ въ числахъ, 
должно быть означено также и наименован1е принятой единицы. 

Единицы же сложный, которыми изм1Ьряются проч1я величины, 
встр'Ьчающ1яся въ Аналитической механике, вполн:Ь опред&кяются 
величинами единицъ длины, времени и массы. 

Единица средней скорости принадлежитъ къ числу такихъ 
сложныхъ единицъ. 

Пусть I длина пути, заключаетъ въ себ'Ь Ь единицъ длины, а 
валичина промежутка времени (^2 — 'О заключаетъ т единицъ вре- 
мени (Ь и т суть отвлеченный количества ц'Ьлыя или дробныя); 
Но приведенному опред'Ьлен1Ю, средняя скорость пути равна: 
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X X (единица длины) _^^ [ единица длины 1 
т X (единица времени) т ^ [.единица времени] 

Т. 6. эта средняя скорость въ — разъ болЪе той средней ско- 
рости при которой длина пути, пройденнаго въ единицу вреиени, 
равна единиц'Ь длины. 

Бели йаправлеше движешя по тра8ктор1и не изи'Ьияетсд и 

величина отношен1я — одна и тфке для вс^Ьхъ и всякихъ про- 
межуткрвъ времени (^з — ^О, какъ бы велики или малы они ни 
были, то такое двихеше называется равномгьрнымъ. 
Вырахеше: 

единица длины 
единица вреиени 

есть символъ единицы средней скорости; это есть величина вполн'Ь 
опред'Ьленная, коль скоро изв^Ьстно, что принято за единицу 
длины и что за единицу времени. 
Наприм'Ьръ, если 

единица длины —метру 
единица времени = секунд'Ь средн. врем., 
то единица средней скорости есть та средняя скорость, ко- 
торую импетъ раеномтьрное деиженге точки еь томъ случагь, 
когда въ каждую секунду средняго времени пробтьъается одинг 
метръ длины пути. 

Отношенге: 

^» ^\ 

можетъ быть равнымъ или неравнымъ средней скорости въ пути, 
совершаемомъ въ теченш того хе промежутка времени; мы бу* 
демъ называть это отношеше среднею скоростью перемпщенгя 
по положительному направленгю траэкторш въ теченги про- 
меоюутка времени 1^ — <1. 

Такъ, если точка движется по оси Х-овъ, то средняя ско- 
рость перемньщенгя по положительному направленгю оси Хч^въ 
въ теченги промежутка времени Ь^ — Ьх будетъ представляться 
отношенгемь: 
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а) Если движеше въ течен1и промежутка времени (^г — ^О 
направлено неизменно по положительноиу направлен1ю траэкто- 
р1и, то средняя скорость перем'Ьщен1Я есть величина положитель- 
1яая и равна средней скорости пути, т. е. 

б) Если двяженте въ течеН1И атого промежутка времени на- 
давлено неизм'Ьнно по отрицательному направлен1ю траэктор1М, 
то средняя скорость перем'Ьщен1Я есть величина, равная отрица- 
тельно взятой средней скорости пути^ т. е. 

5а — ^< I 

в) Если движен1е изи'Ьняетъ направлеше по тра^торхи въ 
^ечеши промежутка времени (^з — О, то средняя скорость пере- 
иЪщентя можетъ им^^ть знакъ положительный или отрицательный; 
во всякомъ случа'Ь она тогда не равна средней скорости пути. 

§ 10. Означимъ черезъ & величину промежутка вреиени ^»> 
<({2 — О, такъ что *2 = *1 + &; чрезъ М*1 + &, к) означимъ '^^ »> •** 
длину пути, которую прежде обозначали просто черезъ Ц пере- 
ж*щете придется теперь обозначать черезъ (5^^^.^ — 5^1^. 

При уменьшеши величины & промежутка времени, величина 
-вредней скорости въ пути будетъ изм'Ьняться, если движен1е 
яеравноуЬрно; при приблйжен1И & къ нуло, величина ея будетъ 
приближаться къ н'Ькоторожу пред'Ьлу, называемому величиною 
^скорости точки вг моментъ ^. 

Величина скорости V точки въ какой либо моментъ вре^ 
мени Ь есть предтьлг^ жл которому приближается средняя 
^скорость въ пути у совершаемомъ точк&9б въ теченги проме- 
жутка времени^ начинающагося въ моментъ 1^ при умень" 
щенги величины промежутка до нуля; т. е. 






V = пределу [1(^+М] 
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ч ' 

' г 

это величина всегда положительная; она изнФряетса единице!^ 
средней скорости, почему поел'Ьднюю ин будеиъ называть просто 
единицею спорости. 

Величину нред;Ьла, въ которому при атоиъ приближается средня»' 
скорость перемптеигя^ мы буденъ называть скоростью точкиг 
еъ моментг I по положительному направленгю траакторги. 

То есть: 

^ скорость 0ь моментъ I по положительному направленгю тра^ 
жторги :=^ 



5 ]• 



Пользуясь обозначешями дифферевщальнаго исчислешя и обозна- 
чая & приближающееся въ нулю черезъ с?*, а («^^.^ — 5^), прибли- 
жающееся въ нулю черезъ с1$, иы можемъ скорость по положительному 
направлен1ю тра9ктор)и представить подъ видомъ производной: 

с18 

Бели, напримЪръ, точка движется по оси X, то производная* 

представляетъ для даннаго момента I времени скорость точки 
по положительной оси X въ моментъ I; мы будемъ выра-^ 
оюаться короче: скорость по оси X въ моментъ (. 

Если X есть координата точки въ моментъ ( и если точка- 
бываетъ въ положенш, опред^Ьляемомъ этою координатою, только 
одинъ разъ въ течеши всего движенш, то не будетъ никакой 

неопределенности если мн скажемъ, что ^ есть скорость по* 

оси X въ точке, определяемой координатою х. 

Въ движеп1и: 

X = т)\ У = т)\ ^ = Ш) 



Т- 10. 
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]вели<1инн дроизводинхъ: 



ж=А'(« 



1=^Ло • ••••(3) 



•суть с<о'р(^ти, вг моментъ Ь по осямъ X, У и 2 проэкцгй 
-движущейся течки на $ти оси. 

При приближеши проюзкутка &' къ яулю, мн рано или поздно 
доВдемъ до такой величины его (&), при которой двихеше, въ 
^гс^чен1и его, йе н'Ьняетъ своего направлец1Л; разъ это достигнуто, 
•то можно быть ув'Ьреннынъ, что направленхе движен1я будете 
•неизи'Ьнное и тоже сакое внутри всЬхъ пронежутковъ меньшихъ ( д), 
вдкъ бы малы они ни были; на этомъ основаши (им'Ья въ виду 
сказанное въ пунктахъ а и б параграфа 9-го) мы можемъ ска- 
.зать а'Ьдующее относительно скорости V и скорости по пола- 
жишельному направленио трижторги. 

Скорость V есть абсолютная величина скорости по по- 
.ложит^Аьноыу направлен1ю траэкторги. 

Если движете въ разематриваемый моментъ совершается въ 
1яолохмтельномъ яаправлетм траавтор1М, то: 

17 = 



'ССли ,оюе деиоюете еъ разематриваемый моментъ совергиается 
м отрицательномь направленги траэкторги^ то 

а» 

Когда известно положительное направявте. траэкюрк, то, 
яая скорость во прлохительнму направхеш» въ какой либо 
точк'Ь, 1Н будсА вмЪегЬ съ . велионою 1> мать и иаправлете 
движенхя въ этой точкк. 
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Понятно, что направмнге движетя въ какой либо точк1Ыпра^ 
экторги направлено по касательной къ кривой вг этой точкл^ 

Часто случается, преимущественно при криволинейномъ двихе- 
нш, что не делается услов1Д относительно положительнаго направле— 
шя траэБтор1И; тогда, разсуждая о скорости, надо знать направлен1е 
движен1я; если §$ есть безконечно малое перемгьгценге, въ течент 
безконечно малаго времени Ш^ въ направленги движенгя^ то: 

(8б ии^Ьетъ всегд|1 положительное значеше). 

Впрочемъ и въ этдхъ случаяхъ пишутъ Л$ вместо 85, что . 
будехъ д^Ьдать и иц во хногихъ случаяхъ криволиневнаго дви- 
жетя^ не упуская однако изъ виду нацравлен1я движ1)Н1я. 
9ь л/«^я^>, § 11^ На основанщ выщесказаннаго, если известна традктор1я иг 
!^Г^!!^^'полож^н1е движухцеАся точки на ней вцражено^въ функцш времени: 



^х^ -^^ '^о МЫ 10Ж^1ъ Пряно найти ввражеше въ функцти времени ско- 
>*^^**(***рости по положите^^ьному на11равлей1ю традктор1и: 

и такимъ образотФ б;деиъ знать величину скорости и направле- 
н1е движешя въ кажднй момевхъ^ а ед^доватедьно и въ каждо!» 
точк^Ь траэкторш. 

сц>14 Въ пример* 8-мъ: 

Положимъ, что ^=10 шт., (10 миллиметрамъ); Л пред*- 
ставляетъ величину полуразмаха въ колебательвомъ движен1И,^ 
разсматриваемомъ въ атомъ прим'Ьр'Ь; продолжительность коле- 
бам1я Т мн 1юложш1% равною 0,4 вес. С/ь оевундв); опред^Ь- 
лмнъ 1ел1чян7 найбольлей скорости, которую ■н'Ьвтъ сточка IV 
зтонъ дшшеши. Наибольшую скорость то^гка б7Д«тъ ннЪть пр» 



С08 



2п . 



^ * = + 1 или ( — 1), то есть въ ^нонвнтн: 



1-11. 
— 23 — 

т ът 

1 

въ 9ТН моменты точка будетъ въ )8^о ^ величина скорости, неза- 
висимо отъ знака, будетъ; 

о ЗД41 X 10 >. (миииметръ) 

^ 0,4 ^ (секунда средн. врем.)' 

ИЛИ 

т.-е. въ 157 съ дробью разъ бол'Ье сл'ЬдующеВ единицы скорости 

(мнллиМетръ) 
(сек. ср. врем.)' 

Белм за единицу длиры мы возьмемъ метръ, длину въ 1000 разъ 
большую ииллиметра, то та же самая, скорость представится такъ: 

о 15705 У ^"^^^^ 

и,10/1;о л (секунда) 

новая единица скорости^ 

метръ 



секунда 

ВЪ 1000 разъ бод'Ье прежней, а число, показывающее сколько 
такихъ единицъ заключается въ разсматриваемой скорости, умень- 
шилось во столько же разъ. 

Если мы возьмемъ минуту ср. врем, за единицу времени, то 
новая единица скор.остя: 

(метръ) ' 

(минута) 

• « 

будетъ въ 60 разъ мен^Ье нредъидущей, причемъ величина той 
же скорости изобразится такъ: 

9,423 "«"^ 



минута 



численная величина, входящ^ зд'Ьсь, въ 60 разъ бол'Ье численной 
величины 0,15705 предъидущаго выражешя той же скорости. 

Богда движете выражается т1л1ъ, что задаются или становятся 
изв'Ьстннми фйнкцш /*1(0,^(09/з(<),првдставляющ1язаконъ измене-- 
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Н1Д Боординатъ точки, то велЕчяна скорости V и направлен1е движе- 
шя въ каждый жожентъ определяются сл'Ьдующижъ образожъ. 

Дифференщалъ 8$ — элежентъ дуги, пройденный точкою въ те- 
чен1и элежента врежени Ш, выражается при употреблеши иряжолиней- 
ныхъ пряжоугольныхъ координатъ положительно взятыжъ корнежъ: 



Ут' + {ауу + №)^ 

поэтожу величина скорости V жожетъ быть выражена слЪдующииъ 
образожъ: 

т.-е. скорость движущейся точки равна положительно взятожу корню 
изъ суижы квадратовъ скоростей проэкц1Й ея на оси координатъ 
-X., У, ^« 

Скорости же по осяжъ X, У, 2 продкц1й точки на эти оси 
выражаются функц1яжи врежени по форжулажъ (3); поатожу жы 
иж'Ьежъ выражеше: 



^ = + 1/[/;чог + [/;ч*)Г + 1/зЧог (5) 

представляющее V въ функши врежени. 

Подъ направлбН1ежъ элежента 88 жы будежъ подразуж'Ьвать то 
направленхе, по которожу его проб^гаетъ движущаяся точка и 
которое совпадаетъ съ направлешежъ движен1я; жы будежъ означать 
черезъ: 

(85,Х) (85, У,) (85,^ 

углы, составляежые этижъ направлен1ежъ съ положительныжи на- 
правлен1яжи осей координатъ. Дифференц1алы Лх, Лу, Лг^ пред- 
ставляющ1е приращенхя координатъ точки въ теченш элежента вре- 
жени йЬу суть проекц1и элежента 8$ на положительный направлен1Я 
осей координатъ; поэтожу: 



их = 85 соз (85,Х) 

^у = 85 С08 (85, У) 
= 85 С08 (85,2) 



(6) 
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Разд'Ьлнвъ о<№ часп важдаго 1зъ этихъ равенетвъ на М^ по;* 

дучижъ: 

V С08 (ЬЗуХ) = ^ 

г; С08 (88,У) = ^^ [ , (7) 

V С08 (ЬЗ,2) = ^^ 

откуда, на основаши равенствъ (3) и (5), мн найдеп выраакешя 
коеинусовъ угловъ, составддемнхънанравлен1бмъ«движени1съ осями 
координатъ, въ фунвщдхъ временя. 

Придожимъ сказанное зд'Ьеь къ прнм^рамъ, приведенннмъ въ § 2. 
Въ прнм^кр'Ь 1-мъ очевидно направлея1е движенк не изме- 
няется и скорость: 

г? = + А' + Р' + У 

шхраняетъ постоянную величину; »то движете прямолинейное и 
равном'Ьрное. 

Въ примЪръ 2-мъ величина скорости изменяется съ течешемъ 
времени по следующему закону: 

она непрерывно во^растаетъ; у голъ, составляемнй яаправженгемъ 
движешя съ осью X имеетъ косинусъ: 

С08 (5вД) = 



вначале равный + 1 , а потомъ уменьшающШся и приближающ1йся 
к*^ нуляц косинусъ же ума съ осью У: 

вначале равенъ нулю, а потомъ увеличивается, приближаясь къ + 1 • 
Въ примере 3-мъ: 



— 26 — 

скорость ьшмм^ равна + \/^^-рРу зат'Ьжъ уменьшается ж пгЬетъ 
наименьшую величину въ тотъ моментъ, когда 

*. е. 

а^доватедьно въ ноневтъ: 

Тогда Боордиватн движущейся точки — сл'Ьдующи!: 



ой Р» 



Зд'Ьсь у им'Ьетъ тоже свою наименьшую величину, а потому 
направлеше двихешд параллельно оси X. 

Дал^ке, посл^к атого момента» скорость увеличивается безпре- 
д^Ьльно. 

[С!и^!^- § 12. Обыкновенно скорость V представляютъ, какъ отр*зокъ 
^^^'^с^'^^'^лиши, заключающ1й въ себ-б столько линеАшхъ едмницъ, сколько 
1?>Г.^!Гт>^въ самой скорости заключается единицъ скорости и отложенный 
отъ положешя точки по направлен1Ю движешя; скорость^ пред- 
ставленную такимъ образомъ, мы молсемъ проектировать на какое 
либо направлен1е и на какую либо плоскость; 

Пусть скорость V заключаетъ въ себ'Ь п единицъ скорости: 



[ед. 
ед.] 



длины ! 
времеви^' 



про9кц1Я ДЛИНЫ, равной п единицъ д^^йея и отложенной по наара* 
влен1ю 8$, на ось X, будетъ равна длин'Ь: 

п С08 (8$Д) единицъ длины, 

представляющей скорость 



ед. длины 



псо8(85Д) ---, »=г>со8(б.Д) 



1А«19. 



— 27 — 

въ кавовъ либо двихен1и, которое въ разскатрнваеин! монентг 
ин^Ьетъ направлбН1е параллельное полохятелыоиу направлевЫ о«е 
X, еели С08 (89,Х) > О влв направленге протжвонолохвое, есл1 
С08 (ЦХ) < 0; [V со§ (8^Д)] мы назнваенъ проэвщею еворост! 
на ось X. 

До атъ поръ, говори о скорости, жн не употребляли внражешя: 
«направлеи1е скорости >; отнни^к ин буденъ употреблять атотъ тер* 
иинЪу понимая подъ нинъ направлен1е дви«ен1я, такъ какъ п» 
этому направлешю отлагается длина представляющая скорость. 

Изъ равенствъ (7) видно, что прожит сн&роети <^Ж2^и^йм 
точки на одну изъ осей координата , равна скорости по этой 
оси прожиги движущейся т^чки на эту ось. 

Изъ внражешй (4) и (7) сл^^дуетъ далЪе, что скорость движу* 
щейся точки, представленная отр^Ьзкомъ дин1я, есть дхагональ 
параллелепипеда, построеннаго на длинахъпараллельныхъ осямъ коор- 

динатъ и представляющихъ скорости -^ -^ -^; т. е. если ребрам 

МУ^ МТ^ ЖУ^ (черт. 1^) этого параллелепипеда равны и парал- 

Лх йу йа • 

лельны скоростямъ -зг^ 'ш'^ ЧГ^ ^ дтгональ представляетъ ско- 
рость движущейся точки по величин^^ и по направлен1ю. 

§ 13^^Боордина№ х, у^л: суть нроекцш радиуса вектора Тр«^«кц»и( 
ОМ проведеннаго изъ начала координатъ къ разсматриваемо! '^^'^'^* 
точки, ш оси координатъ, то есть: -п^.^^^ 

ирмп4с И^ 

(напраплен1б рад1уса вектора г считается отъ начала 



коордижатъ къ точк4 М) (черт. 14) 



а;=гсо8(г,Х) 
у=гсо8(г,У) 

5=ГС08(Г^ 

поэтому равенства (7) можно выразить слФдующимъ образомъ. 

с; С08 (|;,Х) = -^ — ^^ " 



/ . -ггч е^(Г С08 (г, ^')) 

V С08 (!>, У> = --^^ — аГ^ 

усо8(^,^)= ^;-/^ 



. • 



т 
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т. е. проэЕЩя абсолютной екороств на одву нзъ осей коордннатъ 
(Еоторня неподвижны) равна производной но вренени отъ про»кщк 
на ту же ось рад1уеа вектора, проведеннаго тЪ начала коордннатъ 
«ъ движущейся точн'Ь. 

Подобною же формулою выражается проакщя абсолютно! 
скорости на всякое неподвижное направлен1е, то есть такое, 
которое составляетъ съ осяня коордннатъ постоянные углы; пусть 
Р или ОР будетъ его направлен1е. 

Еосинусъ угла, составляемаго нанравлен1яни V ш Р другъ съ 
другохЪу выражается, какъ изв^Ьстно, а'Ьдующниъ образонъ: 

С08(г;^) =со8(1;Д)со8(РД)+со8(г;, У)со8(1', У}+со8(|;^со8(Р^ 

откуда: 

^со8(^,Р>=г;со8(|; Д)со8(РД)+г?со8(г;Д )со8(Р, У)-м;со8(|;,^)со8(Р^ 

на основанш формулъ (^): 

|;со8(г;,Р)=^?:^^|^о8(Р,x)+ег-^:^?^со8(Р,У)+ 

+ ^Г^со8(Р^;. (9) 

во, такъ какъ соз (Р^), сов (Р^У), сов (Ру2) И1*ютъ ностоян- 
ныя, неизн^няющ1яся съ теченгемъ вренени величины, то: 

/ р\ _ с1[гсо^(гХ)со^(РХ)+г со^(гУ)со&(РУ)+г со$(г2)со8(Р2)] - 

СИ/ 

ЯЛИ 

г;со8Гг;^; = ^':^; ....(10) 

{ т, е. прожцгя скорости абсолютиаю двиоюенгя точки на 
всякое направленге, неизмтьняющееся съ теченгемъ времени^ 
равна производной по времени отъ проэкцги радгуса вектора 
движугцейся точки на тоже направленге. 

-^* Бели точка при своемъ движен1и находится въ ностоянномъ 
разстоянш отъ начала координатъ, т. е. если длина рад1уса 
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вектора остается постоянною, то проэкщя скорости такой точки 
на неизменное направлен1е выражается формулою. 

тсофР) = г^-^^ ....(12) 

I 

Повят1<^9 что тра8ктор1я, ониснваемая такою точкою, ест^ 
кривая, раеположенная на поверхности сферы рад1уса г и что 
сЁордсть и рад1усъ векторъ взаимно перпевдикулЛрнн. 

' Есп рад1усъ векторъ постоянно равенъ единиц^Ь, то проэкщи 
скорости движущейся точки на осяхъ координатъ выражаются 
сл'Ьдующими формулами: 

Vи С08 {V^,X) = — ^^ — 

..со8(..,У) = ^^^^^. ...../...(13) 

Vи С08 (Ри^2) = ^р-' 

Зд^сь и озвачаетъ направленхе рад1уса вектора и Vи скорость 
точки^ радтусъ векторъ которой постоянно равенъ единиц'Ь. • 
Ъ . 11ро8КЦ1Я скорости на напрввлеше, изменяющееся одновременно 
съ движешемъ точки, выражается формулами бол^е сложными^ 
ч4мъ нредыдущ1Я. 

Пусть V есть такое направлеше; на основан1И формулы (9^(р) 
мы имеемъ: 

НО такъ какъ соз (?7,Х), соз (С7,У), со8 (?7^ суть величины 
переменный съ теченхемъ времени, то мы можемъ произвести слЪ- 
дующ1я преобразовашя: 

а (г у X)) ^^^^ ^^^ ^ ф со8(гХ^^со8( иЛ)] _ ^ ^^^^^^^^ ^сов^) . 

и подобныя же для прочихъ двухъ^произведешй; а потому: 
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(т; 77) = ^[^со8(г Д)со8( Ц,Х)+гсо^(г, У)со8( Ц,У )+г(т{г, 2)со&( Ц,2)\ 

- г [со8(г-д) ^^^^ + со8(г,У) ^^^^^ + соз М ^^] . 

Представинъ се6% что изъ начала координатъ проведенъ 
вепоногательннй. радхуеъ вепоръ, длины равной единщ'Ь ж парал- 
лельный направлен!!) Л; пуеть Vи есть скорость точкж, находя* 
щей'ся на вонц'Ь этого рад1уса вектора; на основаши форнулъ 
(13) мы мохемъ заменить въ восл^днемъ равенств^Ь производныя: 

величинаии: 

^ г;«С08(|;«,Х), V^^оъ{V^У\ г^соф^у^), 

тогда продкц1я скорости на направленхе 1Т представится подъ 
сл^^дующимъ видоиъ: 

Vсоф^) = X — гУиС08(гг;ц) ; .... (14) 

то .есть: прожцгя скорости какой либо движущейся точки на 
^'Х^Т^ \ ^л^^рл*•^^**^^ измгьияющееся одновременно съ Ъвижещемъ точки, 
^^д. ) равняется производной по времени отъ прожцги на подвиж- 
ное направленге радгуса вектора движущейся точкщ умень- 
*щенной на величину произведенгя изъ радгуса вектора и 
( прожцги на него скорости V^. 

Скорость Vи перпендикулярна къ направлен1Ю Т1. 
Намъ придется пользоваться формулою (14). 
р. Проэкщя скорости на какую либо неподвижную плоскость И 
равна: 

V^=' V 81П {V,N) 

гд4 N — направлвН1е нормали къ этой плоскости. 

Наприм'Ьръ, проэкцш скорости на плоскостяхъ координатъ: 

ху, уг, 2х 

равны: 



о г /^^ 1^0 



I- 13.14. 



— п 



г?У^ = 1ят{ь,Х) \ • • • (15) 



1 ■ 



НО это даетъ намъ только величжну, но не наиравлете жаждой про- 
эвцш; чтобы знать ноложбН1е V^ въ плосности П, надо знать вели- 
чянн проэкщй !;„ на два взаимно перпендикулярнйя направлешя, 
проведенння въ этой плоскости; пусть Ж2Г (черт. 15) будетъодно 
жзъ этихъ направлешй; продкц1Я V^ на него будетъ равна 

|;^сО8(|?,,Я)=шп(«,^^0 с<)а(г;^,Я)=г?со8( ГЛГКОсовС ГхЛГЯ) 

а такъ какъ сферичесшй трбугодьникЪ| образуемый найравле- 
И1ЯЖИ V^ V^ и МН имФетг прямой уголь при вершин'Ь Тг, то: 

поэтому: 

V^соф^Н) = VСОв{^МН) (16) 

Такимъ образомъ, наприм'Ьръ: 

V^^еоф^ У) = ь со8(|; У) ] 

Сл'Ьдовательно про9кц1Я скорости на плоскость ХУ есть 
дхагональ прямоугольника, построеннаго на сторонахъ равныхъ и 
вараллелькыхъ проэкщижъ окорости на оси координатъ X е У. 

§ 14.Я,Когда положеше точки вйражается сферическими /?р(^<(5т< 
координатами, то дифференц1алъ 8^ выражается ноложительно|1Х'^^'*д 
взятымъ корнемъ: ♦ »(оор^1и«а.т^1 

^$ = УШ* + гЩУ + г'зш^И)' *) ^И?^"-'з 

гд4 г, ср ж ф суть координаты тогокоИца дуги 8^, въ которомъ дви- ^'*'^'''*''*^ 



'*') Докавнвается жъ приожеяш двфференцдадьнаго жсяшежшаа къ гео- 
метрш. 



Ь)Ч^ 



ч 
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жущаяся точка ветупаетъ на атотъ элевентъ пути, Лг^ д^^ дЛ(^ 
суть приращены^ которня, получаютъ коордянатн г <^^ ^ прж 
пбре]1'Ьщен1и движущейся точ|(и до друга1ю конца элемента 8$. 

Поэтоиу въ этихъ коордиватахъ величина скорости V можетъ 
быть выражена сл1Ьдующииъ образонъ: 



'=/( 



*1>4_г»/-^У 



^.;+Л1г+''«^^'^ 



1Цу 



• • • 



(18) 



Косинусы угловъ, составляемыхъ касательною къ тра»ктор1И^ 
а следовательно и скоростью «;, въ точк* (г, «р, 1')> ^ коор- 
динатными осями а, р, 7, выражаются сл'Ьдующииъ обравомъ 



С0В(|;,а) = -^ 



С08(^,Р) = 



Ц 



С08(г;,т) = Г 81П ? ^ ^ 



0; 



отсюда сл-Ьдуетъ: 



г С08(«;,а) = 



^ 
бИ 



сГ<р 



V С08(г;,р)=г-^ 

г;С08(^,7) = Г8Шч>-§^ 



(19) 



Тавимъ образомъ мы получили выражешя проэкц1й скорости 
на подвижныхъ направлешяхъ— координатныхъ осяхъ а, |3, ^^ 

Изъ выражвн1й (18) и (19) видно, что скорость V^ движущейся 
точки Му совоадаетъ по величин'6 и направлен1Ю съ д1агональю па- 
раллелепипеда (черт. 16). им'Ьющаго вершину въ Жи три ребра 
МЛуЖВуМ! — по координатнымъосямъа, р, ^ точки Ж; вели- 
чины этихъ реберъ суть: ^И!^4=-^; ЖВ==г-^; ЛГ7=г8Ш9-^* 



'*') Домппаются въ првдоасешв двфференц)альваго исч1слев]я къ гео- 
хетр1и. 



I - я 

V 
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если которая ибо изъ величинъ: -^, г-^, Г8ш<р ^ отрицатель- 
ная, то еоотв^Ьтственное ребро откладывается отъ Ж^ въ отри- 
цательную сторону по соотв'Ьтственной координатной оси. 

3 « Въ полярннхъ координатахъ на плоскости величина скорости 
выражается такъ: 



»= + 1/(^Г + р'(1)'. (20) 



а проэкщи ея на координатныхъ осяхъ: о( ^ р 

V сов М = -^ 



«^С08(г;|9)=р^^ 



(20 Ыз) 



Скорость совпадаетъ, по величин^Ь и направленш, съ д1агональю 



оряноугодьшпса им1кЮщаго стороны МА =-^ш МВ =9 -ж (черт. 



17). 

^0 • Въ цилиндрическихъ координатахъ дифференц1алъ дуги 8$ 
выражается положительныиъ корнеиъ: 



1/(ф)' + рЧйе)^ + Ы^ 



и косинусы угловъ, составляеиыхъ касательно!) съ координатными 
осями а, Ру 7 (см. черт. Т^ выражаются а'Ьдующимъ образомъ: 



С08 (8^, а) = -5^ 



55 



СОВ (8., р) = ^ 
С08 (85?, т) = 17 



БОдтому величина скорости выражается такъ: 



»=+1/71)'+'"(жГ+(^)'---(21) 



Т-1Н. 
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направлюш же ея 011ред:Ьлдбтся по фориудаиъ: 

V СОЗ (г;,а) = -^ 

г;С08(«;,р) = р-5? 

V СОЗ (г;,7) = -^ 



(22) 



Посл'Ьдними формулами выражаются проэкщи скорости на осяхъ 
координатъ а, р, у. 

Формулы (21) и (22) выражаютъ, что скорость V совпадаетъ, 
до величин'Ь и направлешю, съ дхагональю параллелепипеда, по- 



строеннаго на ребрахъ -^, р -д^, -^ отложенныхъ по координат- 
нымъ осямъ а, р, .у. 

Г При вывод* формулъ (18), (19), (20), (20 Ыз), (21), (22), мы 
основывались на приведенныхъ безъ доказательства выражен1яхъ для 
85 и для косинусовъ угловъ составляемыхъ касательною съ коорди- ' 
ватными осями, такъ какъ эти выражешя выводятся въ приложен1И 
дифференц1альнаго исчислен1Я къ геометр1и; но т* же самыя 
формулы могутъ быть выведены еще и другими путями. 

Можно, наприм'Ьръ, перейти отъ формулы (4) къ формул* 
(21), выразивъ координаты .г и I/ въ полярныхъ координатахъ 
р и 6; дМствительно, такъ какъ 

«/ = р зш 6; ж = р созб (какъ видно изъ чертежа 7), 
то: 

-^ = -^8Шб + рС08е-^ 

ПО возвншети въ квадратъ я по сложешп получинъ: 

(-?тУ+(1Г=(|)Чр.(|)' . 



1-1Ч. 
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Для другого прим^Ьра подо($ннхъ преобравованИ ш пока- 
зкемъ какъ переЛти отъ формулъ (7) въ формуле: 

I 



V С08 (г;у) = г 81П ч> 



аг 



Во первнхъ: 

.«;С08(г;7)==^С08(|?Х)с08(тХ)+г;с08(г;У)с08(тУ)-|-^С08(|;^2')с08(т-^)== 

= -^ С08 (тХ) + -^ С08 (Т^ + -^ С08(Т^). 

Ось т параллельна плоскости ХУ (черт. 18), сл-Ьдовательно 
'С08 (Т^ = 0; если проведемъ черезъ начала координатъ О (по- 
люсъ) направлен1в ОГ^ параллельное атой оси, то оно будетъ 
перпендикулярно къ лиши 0^^ такъ вакъ сама ось т перпенди- 
вулярна къ иеридхальной плоскости РМ^^ въ которой заклю- 
•чается точка М\ поэтому: 

С08 (ТХ) = С08 [у +^) = — 811^ ^ 
С08(уУ) = С08 ф. 

Во вторыхъ 

Ж = Г 81П ^ С08 ф ; У = Г 81П ^ 8Ш ^р ; 

откуда сл4дуетъ: 

-^ = -^ 8Шср С08ф + ^ СОЗср С08ф ^ — ^ 8Ш<р 81Пф || 
-|^ = ^8Ш98Ш^+ГС08ср8Шф~?4-^81П(рС08ф^; 

помноживъ первое на ( — 8Ш^), второе на (созф) и сможивъ, мн 
но л учимы 

г 81П 9 -д-; 
'СЛ'Ьдовательно: 

V С08 {V^) = Г 8Ш 9 -Щ- 

Подобными прбобразован1Ями могутъ быть внведенн и век 

1ПрОЧ1Я формулы. 
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11). Выражения для проэнц!! Г|Корости на координатннхъ осяхъ, 
изм'Ьняющихъ свое направлен1е, иогутъ быть подучены изъ фор- 
мулы (14); для принфра мы выведеиъ такимъ образонъ выраже- 
шя (20 Ыз). 

Направлеше оси а совпадаетъ съ ваправлешемъ радауса век- 
тора р, поэтому со8(ро() = 1; на радхусЬ вектор'Ь возьмемъ точку 
А (черт. 19), отстоящую отъ О на единицу длины, и назовемъ 
черезъ ^^ скорость этой точки; такъ какъ ^^ перпендикулярна 
къ ОА^ а следовательно, къ р или а, то сов («^ж, «) = 0; всл-Ьд- 
ств1е всего сказаннаго, выражен1е 

V С08 («;, а) = ^^"^ — р^^ С08 (р|7 ^, 

которое представляетъ собою формула (14), прин'Ьненная къ 
оси а, получитъ сл^дующ!! видъ: 

«? С08 («;«) = -^• 

Проэкщя скорости на ось р выражается по формуле (14) 
слЪдуюпщмъ образомъ: 

V С08 (г;Р) = -^— - — рг?в С08 (рг;.), 

гд4 'о^, есть скорость точки В отстоящей отъ О на длину = 1 , 
пручемъ направлеше ОВ параллельно оси р; такъ какъ ^^ перпен- 
дикулярно къ ОБ, а ОБ или р перпендикулярно къ р, то ^, 
параллельно рад1усу р; при томъ легко видеть, что направле- 
ше «7. противоположно направлешю %, если уголъ б увеличивается 

при движеши точки Ж\ величина же скорости ^. равна -^ , по- 
тому что элементъ пути точки В равенъ 1 . (26 ; изъ всего 
этого сл4дуетъ, что 



/ \\ С08 (р, Р) = О, V^ С08 (^V^ = — -5Г5 



поэтому 



V С08 (г;Р) = р -щ 



!-»«. 
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Приведенъ прн4^рн прш1'Ьнен1я форнулъ (18 — 22). 

Въ при14р4 4-мъ ^Г/*'П 

V С08 (глх) = а 
V С08 (г;Э) = а<. -^т 



Про»щ1я скорости на рад1усъ векторъ пЪетъ постоянную вели- 
чину, сама же скорость непрерывно возрастаетъ съ течен1емъ времени. 

Въ прим'бр'Ь 5-мъ 



т 



V С08 (г?а) = Лпё 



V С08 (г;р) = ^ Ле*^ 



«л^кдоватедьно: 

ТО естъ скорость составляетъ съ рад1усомъ векторомъ ностоянннй 
уголъ . 

Въ пример* 6-мъ 



• 



V С08 {Vа) = О 

г;со8(|;р) = 22а 

V С08 {V^) = 12 81П (^0 + «О- [йй^^^)] =«-«*§«; 



ю'Гсюда получимъ: 



аА 



V = аВV\ + ^%\^^^ 



С08в' 
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т. е. скорость ии^^етъ постоянную величину; дал1Ье 

сов (|;р) = С08 а 
С08 {V^) = 8Ш а, 

Т. е. она составлдетъ постоянный уголъ а съ осью {^, 
Бъ принФрФ 7-иъ 

V €08 {Vо^) = О 

о* 

V С08 {V^) = В-^ 

V С08 (г;^) = ^ 



.= /*- 



+(2я1г)». 



СЕорость ии'Ьетъ постоянную величину и постоянное наклоненхе къ- 
осяиъ ^ и у; она перпендинулярна къ оси а. 
Ьг|(>АЛ9> ^ 15. Для нагляднаго представлвн1Я закона изм4нвшя вели- 
ка лса^^ чины и направлен1я скорости въ каконъ либо криволинейноиъ 
' двихенш, пользуются сл^Ьдующимъ построешемъ: 

Изъ начала координатъ или изъ другой неподвижной точки 
проводятъ рад1усъ векторъ 11у изиФняющ1й длину и направлеш^ 
одновреиенно съ движешенъ точки по кривой такииъ образоиъ^ 
чтобы длина его и была всегда равна величин^^ скорости V и чтобы 
направлеше его было параллельно направлешю ея; конецъ Т1 этого 
радхуса вектора опишетъ кривую лин1Ю, называемую Годографомь 
(НойоёгарЬ) (черт. 20). 

Законъ изн'Ёнешя' скорости представляется изн'Ьненхяии рад1уса> 
вектора этой кривой, поэтому недостаточно знать видъ кривой, но 
необходимо также знать и положеше точки О, изъ которой про- 
ведены ея радгусы векторы. 

При прямолинейномъ движенш годографъ есть прямая лин1Д 
параллельная той, по которой совершается движен1е. 

Если движен1е не только прямолинейно, но и равном'Ьрно, то го- 



1-15: 
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дографъ есть точка, рад1усъ векторъ которой равевъ е парадлеленъ 
скорости; такъ въ прим^Ьр'Ь 1-нъ координаты этой точки суть: ч! ^ 

Вообще приноугольиня прямолжнейння координаты конца ра- 
Д1уса вектора щ т. е. координаты точекъ Л годографа, равны 
проекщянъ скорости на осдхъ коордннатъ; иы означимъ коорди- 
наты ал черезъ x'у'^з'^ т. е. тФии хе знаками, какими принято 
означать нроизводныя отъ х, у, г^ такъ какъ и въ самомъ д'Ьл'Ь 
координаты точки V равны производнымъ коордннатъ движу- 
щейся точки по времени. 

Ж = -^ = V С08 (^Х) = и С08 {иХ) 
У = -^ = ^ соз(^У) = и со8(««У) 
-^' = -§ = V С08 (г;^) = и С08 {иТ:). ' '^'/^ ^'^^^-' 

Если движен]е точки изв'Ьстно, то х^у^я^ будутъ изв^Ьстными 
функц)ям'Ь времени: 

мсключивъ изъ этихъ равенствъ время <, мы получимъ два урав'* 
нешя годографа. 

Въ примФв^Ь 2-мъ 

Первое изъ этихъ уравненШ: 

а?'= а, 

незаключающее времени ^, есть ураввен1е годографа; это есть прямая 
дмшя параллельная оси У и отстоящая отъ нея въ разстоян1и а. 



1-1'» 
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Въ пригбр'Ь 3-мъ: 



л:' = а 



У' = 9Ь-^ 



годографомъ служить та же пряжая; ра8лич]е заключается въ 
положеши точки II въ тотъ же моиентъ 1^ а именно: въ при- 
м4р4 2-иъ у^ = дЬ, а въ примйр* 3-мъ у/ = дЬ — р. 

Если движете происходить равном^Ьрно по окружности, то 
годографъ есть кругъ (черт. 21), им-Ьющтй центръ въ начале 
координатъ и рад1усъ равный скорости. 

Годографъ равнои'Ьрнаго движешя по какой бы то ни было 
кривой есть кривая расположенная на сферЪ, им-Ьющей центръ 
въ начал'Ь координатъ и рад1усъ равный скорости. 

^ : ' ' ' ^ ' ^ Такъ въ прим4р'Ь 7-мъ годографъ есть кругъ служащ1й 
основашемъ прямому конусу (черт. 22), им'Ьющему вершину въ О, 
осью — ось 2 и, производя Щ1Я котораго наклонены къ оси подъ 

';Т7'Г угломъ = агс^й' (^^); длина радхуса вектора годографа равна 



'/. ..I' ■. 



Въ примЪр'Ь 5-мъ уравнен1е годографа можно получить слФ- 
дующимъ образомъ: 

Рад1усъ векторъ и годографа равенъ V, т. е. 



» = Лв"' /п« + (|у. (23) 

Уголъ, составляемый рад1усомъ векторомъ годографа съ осью а 
им'Ьетъ постоянную величину равную 



п х_ 2те 



агссоз — — = агс1;8 тг-; 



ось же а составляетъ съ полярною осью» уголъ 6 =: ^ ;. 



1-15-. 



— 41 — 



Поэтому радаусъ вевторъ годографа составляеть съ полярною 
осью уголь & (черт. 23) равный сунк'Ь этнхъ угловъ т. е. 

по 1СЕЛЮчен1и времени ( изъ уравнешй (23) и (24) мы полу- 
чямъ уравиеше годографа въ полярныхъ воордннатахъ: 

« = Ве , (25) 

гд* 



В = Л}/'п^ + (^Уе 



пТ ^ 2тс 



Т. 6. годографъ есть тоже логариеиическая спираль и прЕТомъ 
того же САиаго вида какъ и траэкторхя: 

27Г 

? = Ае ; 

но разнящаяся отъ нея положея1еиъ. 

Мы возьменъ еще одинъ прим'Ьръ опред'Ьлеюе вида годографа» 

Примерь 10. Движете выражается въ полярныхъ Еоординатахъ сл'^- 
дующимъ образомъ: 

Р = а(1 — есов/*) ] 

'; .... (26) 



6 = 2агс*8[/'(,^3*8|/']1 



гд*]^ е < 1, а / есть некоторая функщя времени, неявно выражаемая сл*]^- 
дующимъ уравнен1емъ: 

/* — е8ш/=п^ (26 Ыз) 

(\ - Для того, чтобы составить уравнете траэктор1и движешя, надо исклю- 
чить /" изъ уравненШ (26); это можно сд^ать сл^дующимъ образомъ. Изв*]^- 
стно, что 



/=С08'|^(1 -14 = ^—^-7 



1- 1^. 
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второе взъ уравнев1й (26) даетъ: 

поэтому: 

• 1 -^8^1 + ^(1 + 184) _сов(. + е 

По подстанов1ен1и этого выраженш для со8 /"въ первое изъ уравнен1д (26), 
мы получимъ: 

а(1 — е') /97\ 



1 + есо89 



или 



гд4 



Р = 1 + есо89' (28) 



/ 



Изв'Ёстно, что уравнеше (27), если е < 1, представляетъ эллипсъ, отне-^ 
сенный къ полярнымъ координатамъ, полюсь которыхъ находится въ фо- 
кус']^ эллипса, а полярная ось направлена по большой полуоси (черт. 24) 
(отъ центра эллипса). Величина е есть эвсцентриситетъ эллипса; онъ равенъ 

--,такъ что ае есть половина разстоян1я между фокусами;р=а(1— е*) 

а* 

есть полупараметръ эллипса, онъ представляется длиною рад1уса век- 
тора перпеидикулярнаго къ полярной оси; кратчайппй радаусъ векторъ 
соотв-Ьтствуеть аргументу О = о и равенъ а (1 — е) или а — ае; длиннМ- 
пой рад1усъ векторъ соотв-Ьтствуетъ аргументу 9 = тс и равенъ а (1 + е) 
или а + ае. 
Б. Составимъ выражешя проэкщй скорости на координатный оси а и ^. 

Бзявъ производную отъ перваго изъ (26) получимъ: 

р =068111/.^. 



Уравнеше (26 Ые) даеть: 



^_ ^ . 

сИ 1 — есоз/"' 



(29) 



поэтому: 



/!'..•. •- . . ^ пае 81 П/ /ол\ 

' ' Р 1-есо8/ ^'*"/ 



мг. 
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Чтобы получить в' мн возьиенъ производную по ^ оть равенства: 



1об^|=1од V Ц + 108*8^; 



И 

подучижъ: 






ИДИ 



теперь надо выразить зш 9 въ функцш отъ /. * ? 1 ''^ 



9 

810 о = 2 810 п С08 -5- •"= 2 42 V С08 о = Г> 

2 2 62 2 14-^8*1 



9 



подставивъ сюда ви^то Ьд -^ равное ему 
мы получимъ: 

^^1= 8ше = ^^47^^. (31) 

'Л) 



немытому: 



5И1^-.(I- е- со^^З^' (1 — е С08 Л' ' 



откуда: 



'•■•"(''»= рг=|^1^, (32) 



е С08 /" 
Кром* того между прочимъ можемъ заметить, что: 

^\^-и,1с- р^§ = т'V1^\':^Т■'.К . . . (33) 

Значен1е этой форшулы будетъ объяснено ниже. 

^В * Для составлен1я уравнен1я годографа надо пм-Ьть въ виду, что уголъ^. 
составляемый направленхемъ скорости V съ осью о, равенъ (<*— 9) (черт. 23)^ 
поэтому 
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, второе взъ уравнев1й (26) даетъ: 



Щ 2 ~"1 +е^^ 2' 



поэтому: 



1 -^4 + 4^ + ^4) ._ совО + е 
1 + *84 + 41-*8*1) 



С08/ — 9 , /2^\ ~ 1 + есо8^ • 



По подстановленш этого выражешя для со8 /*въ первое изъ уравненхй (26)^ 

мы получимъ: 

а(1 — е') /97\ 

Р = 1+7^089 \^'/ 



или 



гд* 



Р = 1 + есо89' (28) 

р = а{1—е^) И е<1. 



/ 



Изв'ЁстнО; что уравнеше (27), если е < 1, представляетъ эллипсъ, отне-^ 
сенный къ полярнымъ координатамъ, полюсъ которыхъ находится въ фо- 
кус']^ эллипса, а полярная ось направлена по большой полуоси (черт. 24) 
(отъ центра эллипса). Величина е есть эвсцентриситетъ эллипса; онъ равенъ 

^ . , такъ что ае есть половина разстоян1я между фокусами;!? =а(1—е*) 
а* 

есть полупараметръ эллипса, онъ представляется длиною рад1уса век- 
тора перпендикулярнаго къ полярной оси; кратчайппй радаусъ векторъ 
соотв'Ьтствуетъ аргументу 9 = о и равенъ а (1 — е) или а — ае; длиннМ- 
пай радаусъ векторъ соотв4тствуетъ аргументу 9 = тс и равенъ а (1 + е) 
или а + ае, 
Б, Составимъ выражешя проэкщй скорости на координатный оси а и ^. 

Бзявъ производную отъ перваго изъ (26) получимъ: 



Уравнен1е (26 Ые) даетъ: 



с?/" п 



сИ 1— есоз/"' 



(29) 



поэтому: 
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Чтобы получить в' мн возьиемъ производную по ^ оть равенства: 

подуадиъ: ^'.^ 1М> -^ 1 ;.= 

Г _ и^/ ^__ 

ИИ N/1-^ ' *' 

теперь надо выразить зш 9 въ функцш отъ /. * ? 1 г> 



)'.2 г. ы<^ — ! • т {" = 



N/ 7-^ ! ^'^ 



9 9 « , О ,9 2 ^8 2 



9^ 
Зт о = 2 8Ш о С08 -5" •"= 2 4В "о- С08 о = д-, 

2 ' ^2 2 1+1^*1 



подставивъ сюда ви^то 1д -^ равное ему 
аы лолучимъ: 

И€»ВТОМу: 



е« 






откуда: 



>-■•"№= рг=5^^; (32) 



е С08 /" 
Кром* того между прочимъ можемъ заметить, что: 



?'7Т-'^^=^'' Р*-^=>га^1/1-е».Т^"Г^^. . . . (33) 

Значен1е этой форшулы будетъ объяснено ниже. 

^В # Для составлен1я уравненхя годографа надо нм-Ьть въ виду, что угодъ^. 
составляемый направлен1емъ скорости V съ осью а, равенъ (1) — 9) (черт. 23)^ 
поэтому 



1-1!Г. 



яли 
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р' = V С08 (гя) = и С08 (& — в) 
р6' = V С08 (|;Р) = и 8111 (& — б), 

и С08 & С08 6 -[- г* 8111 {> 8111 6 = р' | 
и 81П & С08 6 — и С08 & 81П 6 = р6' I 



(34) 



Въ этихъ уравнен1яхъ: 
^' и р9' выражаются формулами (30) и (32) какъ функщи* отъ /*, зш 9 выра- 
жается формулою (31) какъ функц1Я отъ /; можно выразить также и соз 9 ^ 
какъ функщю отъ /^, именно: 

--Л;;;^--' ''"'=^Ш!' (35) 

Такимъ образомъ два уравнен1я (34) можно иривесто къ такому виду 
что они будутъ заключать щ Ь, /* и постоянныя величины; исключивъ 
нзъ нихъ /*, мы получимъ уравнен1е годографа въ полярныхъ коордиоа- 
тахъ и, ^. 

Можно также поступить иначе, а именно, оставивъ 8Ш 9 и соз 9 въ 
л^выхъ частяхъ равенствъ (34), выразить р' и р9' въ функц1и 9, пользуясь 
внражешями 30, 32, 31, ^35 и затЬмъ исключить 9 изъ обоихъ равенствъ; 
такъ мы и сд'к[аемъ. 

Изъ (30) и (31) сл-Ьдуотъ: 

Р'=^^^8Ш6 . . . .' (36) 

1/1-е' ' 

Изъ (35) хы выводииъ: 
поэтому: 

рб' = -7^^=(1+всо8 0) (37) 



|/Г= 



в» 



При помощи выражешй (36) и (37) можно уравненк (34) представить 
подъ такимъ видомъ: 

«*С08&с08б + (ивт Ь ,- )81Пб = 

\ >/1 — е«/ 

— и С08 & зш 6 + ( и 8Ш & , I С08 в = -р^^гг^ . 

V VI- е«/ 1/1-6* 
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Возвысивъ въ квадратъ об*]^ части этихъ равенствъ и сдоживъ ихъ, мы 
получимъ: 

2 2 А 1 / л ^^<^ ^^ ^^ /00\ 

и С08 ^ + ( «* 8Ш * Т"^^""^/ ~ 1_^2 .... (Зо/ 



или 



2 о пае . ^ , п^а^е^ п'а« /оа\ 



входяпця въ равенство (38) величины: 



«* 81П & = у' 



. суть прямоугольныя координаты точекъ годографа; уравненхе (38): 

* 

представляетъ кругъ, рад1усъ котораго равенъ — ^^ , а центръ находится 

на положительной оси У въ разстоян1И ос = — ^^^ отъ начала коорди- 

/1 — е* 
натъ; тотъ же кругъ въ полярныхъ координатахъ прсдставленъ уравнешеиъ 

(39); такъ какъ е < 1, то ОС мен-Ье радауса круга (черт. 25). 

Изъ равенства 33 видно, что если п есть величина положительная. 

то -37- бол4е нуля, то есть 9 съ течен1емъ времени возрастаетъ, значить 

движете по траэктор1и совершается въ сторону означенную опереннок> 
стр^акою. 

Зная направлен1е движешя, мы но виду годографа можемъ заключить 
что движущаяся точка им-Ьетъ наибольшую скорость въ точк4 Р, ско- 
рость эта = 0^= ^ ^ ^ "^^^ ; наименьшая скорость въ точк* Л равна 

р- 1/1^* 

I * Можно доказать, что если точка движется по одной изъ кривыхъ 2-го 
порядка такимъ образомъ, что произведеше р^ 9' остается во все время 
двожен1я постояннымъ (р и 9 полярныя координаты, полюсъ въ фокус*]^)^ 
то годографъ есть кругъ; но прежде разсмотримъ значенхе произведен1я р*9'. 



— 46.— 
11ро]13веден1е: 

р-^б' = р . р6 = р . V 81П (г;а) = ^ ^; 

числитель, т. е. р§581П (^5,а) представляетъ удвоенную величину площади 
х^ектора ОММ^ (черт. 26) описаннаго радхусомъ ОМ въ теченхи безконечно 
иалато времени сИг, по оезконечной малости элемента ^$ траэкторхи, пло- 
щадь этого сектора безконечно мало разнится отъ площади треугольника, 
' дв'Ь стороны котораго суть: ОЖ^гр и ММ^ = Ь8^ а уголъ между ними есть 
уголъ М^ МО г= [тс — (^5,а)]; такимъ образомъ произведен1е р* О' представ- 
ляетъ отношенхе между удвоенною площадью сектора, описаннаго радхусомъ 
векторомъ въ течеши времени сИ, и величиною элемента времени (?^; такое 
отношенхе называется секторьяльиою скоростью. 

Если секторьяльная скорость (означимъ ее черезъ 2Д) известна какъ 
функц1я времени ^ для всего движен1я, то мы можемъ опред^Ьлить интегри- 
рован1емъ величину площади ^^ описанной рад1усомъ векторомъ отъ на- 
чала движешя до какого либо момента ^; ^ есть площадь сектора, заклю- 
чающагося между рад1усомъ векторомъ ОМо (черт. 27) движущейся точки 
въ начальный моментъ времени, между радхусомъ векторомъ ОМ въ мо- 
ментъ ^ и между дугою траэктор1и Жо М пройденною точкою отъ началь- 
наго мемента до момента ^, площадь: р§5 81п (В5,а) можно разсматривать 
какъ удвоенное приращенхе с^^, которое получаетъ ^ въ теченхе элемента 
времени А^, поэтому секторьяльная скорость Д можетъ быть выражена та- 
кимъ образомъ: 

Отсюда получимъ интегрированхемъ въ пред-Ьлахъ отъ ^ = О до ^: 

если А дана какъ функц1я времени. 

Если секторьяльная скорость постоянна: А = с, то: 



Я = с1, (40) 



ТО есть плогтдь сектора описываемаго радгусомъ векторомъ возрастаетъ 
раеномгьрно. 



1~к 
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Въ движенш по эллипсу разсмотр4нномъ выше, 2с = ла.ау1— в" 



но е' 



=:^ 3 — -, откуда а'(1— е') = Ь', поэтому 2с=:ма6 

Означимъ черезъ Т время, въ течешп.которато движущаяся точка со- 
вершить полный оборотъ по эллипсу; при этомъ радаусъ векторъ опишетъ 
полную площадь эллипса: т.аЬ; равенство (40) тогда обратится въ сл'Ь- 
дующее; 

, паЬ . Т 

откуда 

Итакъ для эллипса равенство 33 можно представить такъ: 

Теперь опред'ккимъ годографъ для точки движущейся по какому либо 
коническому с^^чешю: 

Р = Т+?с^т»' (^^) 

при условш, чтобы при движен1и секторьяльная скорость оставалась по- 
стоянною: 

р^6' = 2с (41) 

Уравнеше (28) представляетъ эллипсъ при е < 1, гиперболу — при е > 1 
п параболу при е = 1. 

Црямолинейныя координаты х ж у движущейся точки выражаются 
сл-Ьдующимъ образомъ въ полярныхъ координатахъ: 

л; = рсо8б; у = р8шб; 
поэтому: 

^? С08 9 ^) 81П О 

Прямолинейныя координаты годографа суть: 
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то есть: 



, 81П 9 ., г^9 

, С08 9 + в 2 ^^ 



На освован1и же равенства (41): 



./ 2^ 



X = 



8ш 6 (42) 



2с 



у = ^(с(>8б + в) (43) 



исключивъ отсюда О иы найдемъ уравнеше годографа: 

,..+ (У-|--вГ-(^Г (44) 

1, Для эллипса это есть ни что иное какъ уравнеше (38 Ъ18); мы уже 
разсмотр-Ьди видъ п положете круга въ этомъ случае (е<1); посмотримъ 
какъ расположенъ годографъ движен!я по гипербол']^ или иарабол*]^. 

л» При е=1 уравнеше (28) представляетъ параболу (черт. 28) располо- 
женную такъ, что полярная ось проходить черезъ вершину .кривой, а ф<ь 
кусъ совпадаетъ съ полюсомъ; уравнен1е (44) при е=1 представляетъ кругъ^ 

касающгйся полярной оси въ полюсЬ; центръ его на оси У; движенхе 

4с 
им-Ьеть наибольшую скорость 0^ = — въ верпган']^ Р. 

О, При е>1 уравнеше (28) представляетъ гиперболу (черт. 29), располо« 
женную такимъ образомъ, что въ полюсе находится одннъ изъ фокусовъ 
кривой, а полярная ось проходитъ черезъ вершины об']Ьихъ в'^чвей кривой. 
Уравнеше (44) представляетъ при этомъ кругъ непересгькаюгтй полярной 

оси, такъ какъ 00-=: — бол-Ье рад1уса круга: — , наибольшая скорость 

2с 2с 

0С= — (е + 1) въ вершин'Ь Р, наименьшая: 0^ = — (е~1) въ вер- 

пган']Ь А\ об^ скорости тж^жугь направлен1я положительной осп У. 



Рад1усъ векторъ 08^ касательный къ годографу, представляетъ ско- 
рость точки находящейся на безконечно большомъ разстоаши отъ О, 
т. е. на ассимптот']^, а потому 08 долженъ быть параллельнымъ къ ао- 
симптот^. 
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Задачи. Н-^'м..-. .1- ..--.•,— ■, б--'-^^-:'- : ^^- --^ ;— (-/-^ 

Коордкаатн движущейся точки выражены функцхаии вреневи; опре- 
д']^ть ВЕДЬ и положеше траэктор1и, выразить величину скорости и на- 
правлеше движен1я въ функц1яхъ времени и составить уравнешя годографа 
сворости. 

'" ^-- < ---, 



2. а; = асо8о)< 

I 



к -^^ 



Траэктор1я: 






Величина и направлен1е скорости: х '= ~ ^ '<^^**' ^^ ; ;;/ ' << сл^ «гг / 



.^ — « 

г; = (О к а^ — (а^ — Ь^) со8^ шЬ ; *§ (г?,Х) = — — со*^ (л1. 



Уравнеше годографи: 



(2 .ъ.12 

__: ^^^ 



1^ ,п«Л8 ^^. 



3. х = ае^*\ у = Ъе^^. 

Траэктор1я: 

ху = аЪ. 

• ■ , * 
Величина и направлеше скорости: ^ = ^ -. : и ■ -'С к ^^. 



г; = л |/аV" + Ь V" = А ^^а;' + 2^' 



л 



Уравнете годографа: 

х'у' = — к^аЪ 



Т- ЗлТОл^Х-ч» 
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Траэктор1я: 

= 1. 






Велиад[на и направлеше скорости: ■^'^ ^Г^ ^^ -'у ;1^ "2Г(, -^ 



V 



Д|Л7^ г; = к у^^у' + ^.х'\ 1§(г;,Х) = ^1 1« 



Ураввеше годографа: 



'У' _ -^ — 1 



5. ^Г = аС08г^ + аЗШе^; «/ = & ('08 е^ + Э81Па^. 

Траэкторхя: 

х\Ъ' + р^) - 2ху [аЪ + ар) + у' {а' + а^) = (ар — Ьа)'. 

Уравнеше годографа отличается только множителемъ е' во второй 
части; показать что эти кривыя — эллипсы. ^^^.Г?'^^^, . / 1.2^ <» »» 



.,. ... ^ 
Траэкторхя — иолукубическая парабола: 






Уравнеше годографа: 



а 2 






7. У = ^а-е-'"). 

Траэктор1я (см. черт. 30): 

„ _ У + ^'Ь ^, (7 . „ /^ Я > 



Д-'>а>а-Хн. ^ 
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Величина и наиравдеше скорости: 3 ~ ' " ^; — ^ ^ ~ ^г 



«^ = |-2!(»+Й»-".+ («' + » + |)> 



— 2« 



^^—Ы 



V С08 (г;, У) = ае 






^ Кривая нм'Ьетъ ассимптоту параллельную отрицательной оси 2 и отстоя- "^^^^ ^[» ^ 
^) Скорость горизонтальна въ моментъ: ^~ /< ^''^ ле-г^/.^ 



щую отъ начала координатъ на разстояти -яг- по положительной оси У. ^>,.V ий1.<.^< р 
<^ Скорость горизонтальна въ моментъ: ^~ /< ^''^ л^-г^/.ч/ 

тогда движущаяся точка находится въ наивысшей точк'1^ Н кривой: коор- 
динаты точки Н: 

\ \ еХ аЬ 



-^/1- 



^^:;:е^%т;г/'-^' у^ = -^+ш 



Ь д у / ^ , кЪ 



кЪ\ 



4) Движущаяся точка им-Ьетъ наименьшую скорость въ моментъ #з: .. -> 



А; о дфТс+д) 

этотъ моментъ поздн-Ье момента 1^. 
При ^ = ^а 






При ^ = оо 



•=| 



Годографъ: 



''=(»+|-)!- 



1^ 
А; 
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(см. черт. 30) 



8. р = а /!!1±^I!' 



Траэктор1я: 



29 

Величина скорости п углы, составляемые ею съ координатными ося] 

е -е 



, а И р: . с^ 



&', ...,_^._,, 2]/2' ^ 

■ I ' ; = ^ - г«а '^Ь'^^'е^'- С08 М = 81П 2 9; С08 Ш = С08 2 6. 



7 схс- 

е. 



^[1,кГ ^^г-'Т-^С^- 



Уг-'^±-\/е^»-е'^^ Уголъ, составляемый скоростью съ полярною осью* ,'ге/,^,Л^) / 

(^%€ Уравнеше годографа: //* <^/'г ^.^ ..,./<„, /- ^.'' | '?. л!-.^^ .?/».«»1/-<*/^'г 

9. Р=6(1-а«с08а); 6=^^?^^. 

^'= -а ^.гсг.! 5С; Уравнеше траэкторш: ^ ^ „• ^^ . . . 

. . Проэкцш скорос ти на координатныхъ осяхъ: 

.^' |.^гс^^,с ^СО§(|;,а) = — а&С08а; |;С18(^,Р)= — - 

Уравнеше годографа: ^ ^ \-^^1>''-т. 

Но 91-ТуА^ ^2"^ • ч ^ +0. 1 Угг^ — а^Ь^соз'а ^^ ^ /а&со8а\ 

это — развертка круга радхуса: а6 С05 а. ./ . *- . ^ 



«^ - ^ «• V и 1.11.. 
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10. р=й^, ь = г1. з^ -н^,. . ' ^-Г. $ .= ^3^ 

Уравнейе годографа: с^(у,ао= 11_ _) . . .^Гуй) _1Ё- 

^=еиV,-.^; ь = У^^ + агс сов ^. 

11. Датяа димояла : ^ ^ 

г 

I 

ж = 1?(а) + 81П О)) 

ч 

у = Д1 + С08а)) 

основаше которой расположено по оси X, а вершина находится по оси У 
<см. черт. 31); о) — есть уголъ, на который поворачивается, при катанш 
круга по оси ХОХ^ тотъ д1аметръ О^СМ, на конц* котораго находится 
^чка вычерчивающая цпкж)йду; уголъ со им^^етъ отрицательныя значетя 
для части у^;,^ кривой. Разстоянхя 5 по циклоид-Ь считаются отъ точки /8'о, 

4 

положительными въ сторону означенную стрелкою, т. е. въ сторону отъ 8^ 
къ X и отрицательными — въ сторону отъ /^о къ X. 

По данной циклоиде движется точка Ж по следующему закону: 

Величина скорости: 



4^В 




откуда: 



н%Ф-^"ШК''-^- 



«я 

По свойству циклоиды, длина дугл 8 выражается сл-Ьдующимъ образомъ 
въ координат Ь ^: 






а такъ какъ 



то также: 






2. ^ 



« ^ «« ■ рг V»* ' 
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поэтому: 

5 = 22? {вт'Ч^ - ап^ I) = В (соз о, - сое «ч,), ■ 

гд* <0о есть уголь, соотв-Ьтствующхй длин* дуги «о- 

По свойству циклоиды касательная въ какой либо точк*]^ ея (ЛГ) иро- 
ходить черезь наинизшую точку Т (см. черт. 31} катящегося круга, тшл^ 

что касательная наклонена къ основан1ю циклоиды подь угломъ —; поэтому 

уголь ^, составляемый направлен1емъ скорости сь осью X, равенъ^ 

или ( — ^], или (^•~^)э смотря по направлетю движен1я (см. черт. 31);. 

во всякомь же случа*: 

СОЗ 2Ь = С08 О). 

Следовательно уравнев1е годографа скорости будетъ (въ подярныхъ- 
координатахъ): 

и^ — 2дВ (соз 2& — соз <йо). 



Если: 



7Г 

%= 2"' 



то ураввев1е: 



и' — 2дЯсо8 2Ь 



представляетъ лемнискату, главная полуось которой равна К 2^^К* 



ГЛАВА II. 

Абсолютное движен1е и скорости точекъ твердаго гЬла. 

;.г1<т<^л<<г.^/; § 16. Неизх'Ьняемая система точекъ или твердое т&[0 есть 
,н!^ /»#гАЛп,г хавое, всЬ точки котораго сохраняютъ неизмФнння разстоян1я 
грлнп.уСи. между собою. 

Мы проведеиъ въ т^^л^^ три взаимно перпендивулярння плосвостн^ 
и примемъ ихъ за плоскости ГЮ2, 220г, ЕТОГ, лиши пере* 



55 



сФче11я пъ за ос2, -л. точку пересЪ7ен1Я осей — за начали Ю пряно- 
7гольЕнхъ пряюлгаейннхъ воординать, поющью которнхъ будешь 
внражать оолохен!* точекъ въ г^х'к 1лн относительно т'бла; »ти 
Еоордпатн будемъ обозначать буквани греческаго алфавкта: Е. 
'>), С, ^ отлп!е отъ Боордннатъ абсолютвнхъ: х^ у, в, ввря- 
жающнхъ , положепе точекъ въ пространстве. 

Координаты ;, 7|, с, всякой точки твердаго т'Ьла неиви'Ьнян; 
точка а№, посторонняя твердоиу т-Ьлу, юхетъ ин'Ьть координаты, 
Н8м11няющ1яся еъ течен1ехъ вреиенн. 

Мы буденъ называть координаты Е* "Ч, С, — ошноситель- 
яыжи координатами. 

11олохен1е. твердаго гЬла въ пространстве определяется шестью 
велЕЧИнаии, а именно: 

Полохев1е точки Ю определяется коордннатани ея л;., ^и, 
г„ относительно плоскостей координатъ У 02, 20Х, ХО У; направлв- 
н1е оси ЮЪ оиределяется величиною угла ф, составляекаго ею съ 

^■^^ ,'е "I"' ■^ 




Щижлчате къ чертежу: оси ЮХ',ЮУ",Ю2' параллельны осямъ коор- 
динатъ ОХ, ОУ, ОХ; лингя ЮК перпендикулярна къ плоскости ^ЪЦ(^. 



^-16,1-?. 
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осью 02^ И величиною угла ж, составляемаго плоскостью дрове* 
денною черезъ Ю7» и черезъ лин1ю Ю2\ параллельную ос! 02, 
съ плоскостью 20Х] положен1е плоскости ТмЮЕ опред&шется 
величиною угла а дополняющаго уголъ ^'2г до двухъ орд- 
хыхъ; уголъ э есть двугранный уголъ между плоскостями ЯЮД 
и 220Е. 



Такимъ образомъ: 



4 , ->\<- ,3 . 



^Ю1 Ую1 ^Ю} Ф^ ^1 ^ 






суть шесть величинъ, вполн* опред'Ьляющихъ положеше тАла вь 
пространств*. 

§ 17./)Переходъ отъ относительныхъ координатъ 5, т^, С какой 
либо точки къ абсолютнымъ х, т/, ^ производится по изв'Ьстнымъ 
формуламъ аналитической геометр] и: 






х^ + ;С08(ХН) + -Г1С05 (ХГ) + : С08 (Х2) 

2/«, + еС08(УЕ)+г,С.»8(УГ)+:С08(У2) } . . . (45) 

-3^« + еС08(25) + Т1С08(^Г) + : С08 (^2) 



Косинусы угловъ между осями X, У, ^ и Е, Г, 2 я буду 
обозначать, для сокращешя формулъ, нижесл'Ьдующини буквами: 



! 



■ 

■\'.. 






С08(Ха) = Ха; С08(ХГ) = [X;, С08 (Х2) = V» ' 

со8(УЕ) = Х, со8(УГ) = 11у со8(У2) = у„ '; ; ^^-3 



С08 {гВ.) = \г С08(^Г) = V' С08 (-^2) = 



I 
Vг - 



.1 : 

!1 : 



Обратный переходъ отъ координатъ х, у, г бъ координатанъ 
^, т,, ; производится по форнуламъ: 



X =(ж — а:„)).^ + {у 

1^ = (ж — а;»)!Ах + {З) 
С = (ж — а?„)у;, + (2^ 









Л=.Л^т = .Х^ . у.Ч', 



*/--,^ 



-^ 1 ^' - 



■ ► 









(46) 



I п 1-4 ъ» ^Г Ъ- 



:!.'«^*. 
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Л. Косинусы угловъ между осями X, У, 21 и осями 2, Г, 2 
выражаются въ тригонометрическихъ функвдяхъ угловъ ф^ ж^ э 
<5л*дующимъ обр^зомъ: 








изъ сферичесЕаго т| 



ал?; . . (53) 






П-1ЬЛ?- 



- 56 — 



осью 02у и величиною угла ж, составллемаго плоскостью 1фО]|^ 
денною черезъ Ю7» и черезъ лин1ю Ю2'у параллельную оси 02Г, 
съ плоскостью 20Х; положен1е плоскости ТмЮЕ определяется 
величиною угла $ дополняющаго уголъ 2'2йЕ ю лвт^ъ . ппя- 



и 









I <» *|» 1 . 



/ 



су 
лв 



■■Г7 



об 



^ 

^ > 






*ю))., + (у — УюЖ + {г — Зю)К 

' Я^)1*« + (у — У»)ъ + (^ — •^'»V 
.^ «•.)у, + (у — У^)ь + {г — г„)ч 

^в. -.'•■1 -" А 



• • • • 



(46) 



*.} г 



-.'- I 



• • •' 2. 



1 



:д: ^'•> 



г 
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Ъ* Косинусы угловъ между осями X, У, 2^ и осями а, Г, 2 
выражаются въ тригонометрическихъ функщяхъ угловъ ф^ ж^ э 
<5л*дующимъ обр^зомъ: 

Изъ сферическаго треугольника Е^Х', въ которомъ ^2 = 
-|- - э; NX^ = ^ + ЯХ' = -|- + лс, уголъ З^^Х' = ф, пай- 
демъ: 

Хд; = — 81П Э 8Ш ЛС + С08 д С08 ОЛ? С08 ^; . . . (47) 

изъ сферическаго треугольника ЕКУ\ въ которомъ КУ ^ж: 

ку = 81П ЭС08 Ж -\- С08 9 8Ш ДЛ? С08 ^5; (48) 

ИЗЪ сферическаго треугольника Н2^', въ которомъ 22 = -|-, уголъ 
22^' = 7:— э: 

К= — ^тфсо^э; (49) 

изъ сферическаго треугольника Г^УХ', въ которомъ Г^^Г= 'Е^ = э, 
уголъ Т^VX'=1г — д5: 

\^х= — совэвхпж- — шэщжа)вф; . . • . . (50) 

« • - • I « 

изъ сферическаго треугольника ТКУ': 

1Ау = С08 э С08 д« — 8ш э 8Ш О» С08 д5; (51) 

изъ сферическаго треугольника Т2^, въ которомъ Г2 = -^, уголъ 



Т2^' = -^-э: 



р.^ == 8Ш §6 8ш а; ,.,... (52) 

изъ сферцчаскш'о треушльшя»: г2^'Х': 

V-» =^ 8Ш ^ С08 ал?; '. . (53) 

изъ сферическаго треугольник» Ъ2^У: 

Уу = 8Ш 5? 81П 5л?; • . . • (54) 



• 
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и наконецъ: 

у^ = С08 35 (55) 

3- Всл4дств1е перпендикулярности между собою осей X, У, 2 
и всл'Ьдствхе перпендикулярности между собою осей 2, X, 2, выше- 
означенные косинусы связаны между собою шестью равенствами: 

Х^ + Х^, + К^=1 (56,а) 

н-^ + {А^у + }д.\ = 1 (56,Ь) 

V^ + V^, +V^ = 1 (56,С) 

"^х^х + }АуУу + 11.^= О (57,а) 

VxXа; + V/у + уД, = О (57,Ъ) 

'^х'^х + ^^^-у + >^^}А^ = О (57,с) 



п -■^«' 



.» . х- 



Эти шесть равенствъ даютъ возможность выразить каждый 
изъ девяти косинусовъ, входящихъ въ нихъ, четырьмя изъ числа 
восьми остальныхъ. 

Мы составимъ выражен1я такого рода для х^, Ху, х^; для этого 
надо р'Ьшить относительно этихъ величинъ уравнешя (57,6) (57,с)^ 
заключающ]я ихъ въ первой степени; мы найдемъ: 

>-^ ^ \ ^ \ ^ |/^^. + ^^у + ^^Т /58) 

гд4: 

Въ томъ частномъ, которое имЪетъ знаменателемъ 1>, числи- 
тель^ на основаши равенства (56^а), равенъг^г!; можно дока- 
зать, что и I) равно + 1 или (— 1), т. е. 1)^= 1. 

Вообще сумма трехъ квадратовъ: 

{Вс — С6)' + (Са — Ас)" + {АЪ - ВаУ 
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Ч-»7. 



} 



составлеввая изъ каквхъ либо шести величинъ: 



А, В, С, а, Ъ, с, 
мохетъ быть преобразована сл1Ьдующинъ образонъ: 



Л%' + АУ — 2АаВЪ 
+ 5'а* + ВЧ — 2ВЪСс 



Прибавииъ къ этой суп* А^а^ + СЬ" + С*с* и тоже самое 
внчтеиъ; будетъ: 



^ V + ь' + с') 

В\а' + Ь' + с") 
СЦа' + 6* + с') 
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+ 2ЛаВЬ + 2ВЬСс + 2Сс^а 



или: 



{А' + В' + С) {а' + Ь' + с') — (Ла + БЪ + Сс)\ 

Такимъ образоиъ иы получили следующую формулу: 
{Вс — СЪУ + {Са — ЛсУ + (ЛЬ — ВаУ = 
= {Л' + В' + С) {а' + Ъ' + с') — иа -г ВЪ + СсУ. . . (59) 
По этой фориул'Ь В^ ногетъ быть представлено тавъ: 

В' = (1^^ + 1^-% + }»-';) (V\ + V\ + '\) — (!-А + V. + ^'.^У; 

на основанш же равенетвъ (56,&), (56^с), (о7,а) ин получииъ 
отсюда: 1)^ = 1 ; поэтому отношеше: 



в 



равно + 1 или — 1. 

Чтобы окончательно опред^^ить знакъ этого отношешя^ 



и-п. 



т 



60 



иы обратимся БЪ частному случаю, въ которомъ ось Л92 па- 
раллельна оси 02 и ось ТОГ параллельна оси 0У\ тавъ Еакъ 
тогда н-у = 1, ^ = 1, ?^5 = О, \ = О, то тъ полученныхъ 
«ыте равенствъ мы найдемъ: 

легко видеть, что при совпаден1и осей: 2 съ ^' и Г съ У должны 
совпасть также и оси Е и X' ; поэтому должно быть К^= -\-\\ 
значитъ последнее изъ отношен1й (58) должно быть равно (+ 1); 
поэтому равенства (58) даютъ нижесл'Ьдующхл выражен1я для ко- 
ч5инусов7> К^ \, ^,\ шесть прочихъ выражешй мы составимъ по- 
добнымъ-же образомъ: 



]}'Х = 





К — Р•-^Vу ^уЧ^, • • . (с) 


V2<>^5 — VР.у . 


• • (^)? Ъ — "^гК Vа,Л^ . . . (б), 




[^-в = Vа,Лу — VуЛа. ... (Я 


Ы/^^г '^г]^у • 


• • (й')» ^.У = ^^^(^-^ ^ ^^^!^'я • • • (^0. 




^2/ ''э^к^У ''2^1^я' • • * \ ^ / 



>(60) 



Если помножить об* части равенства (60,&) на \^ об* части 
<60,е) на н-^, об* части (60,А) на ^^ и результаты сложить, то 
яолучимъ сумму \К + ^у^я + V' ^"ь первой части и нуль во 
второй; такимъ образомъ можно получить три нижесл'Ьдугощ1я 
равенства: (62, а, й, с). 

Изъ выражен1й (00), пользуясь формулою (59) и полученными 
равенствами (62), можно вывести равенства (61,а, &, с). 



^^ + Д + V^. = 1 . ,.{а\)^ + А+^%=^ " •(*)•] 



>Л + р-^ + у^ = 1 . . . (с) 

>^у>^5 + ТГ)у1А, + УуУ^ = О 



(61) 



(62, а) 
(62, Ь) 



11~1/-'». 
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,.^.-..,„а ^нгЦ кк^ 4- V» + V, = О (62, с) 

Равенства (61, а, 6, с) (62, а, 6, с) могутъ заменить собо» 
равенства (56, а, й, с) (57, а, 6, с). 

Формулы, выведеяныя въ этомъ параграф'Ь, выводлтсд въ Ана- 
литической Геометрш; они приведены зд'Ьсь для того, чтобы на- 
помнить о нихъ и уаовиться относительно буквеннаго обозйаче- 
шя входящихъ въ нихъ величинъ. 

§ 18.А11слн твердое т4до находится въ двиавеши, то п^;;^];^"**''^ 
крайней и*р4 одна изъ шести величинъ: нк-^^иё 

гГк,, Ую9 ^юу Ф, ою^ 9? которыми опред^ляется положен1е т-Ьла въ про 
странств'Ь, изм'Ьняется съ течен1емъ времени. 

Если твердое т4ло совершаетъ движешя такого рода, что: 

ф = постоянному 
ж = постоявному 
э = постоянному 



(63) 



то траэктор1и всЬхъ точекъ т*ла суть параллельный кривыя лин1к 
одинаковаго вида и размера съ тра9ктор1ею точки Ю, потому^ 
что т'Ьло постоянно остается паралледьнымъ самому €66*6. 

Такое движен1е т'Ьла называется поступательнымъ дтженкмъ. 

Когда мы говоримъ, что данное 14ло движется поступательно 
и задаемъ движете одной точки т'Ьла, точки Ю или какой либо 
другой, то этимъ самымъ вполне опред^ляемъ движете всего т'Ьла 
т. е. вс^Ьхъ точекъ его; при этомъ для движен1я безразлично, 
будетъ ли Т'Ьло идеально твердое или мягкое; к^кое бы оно ни 
было въ физическомъ смысл1Ь^ оно при поступательномъ движети 
движется какъ твердое т^ло. 

Пусть Зйо аИх, Зйз . . . . (черт. 32) есть изн4стная намъ тра- 
9ктор1я н'Ькоторой точки Ш т^ла (ею можетъ быть и точка Ю)\ Ш^ 
положен1е атой точки въ пространств'Ь въ моментъ ^о? ШгШ^ . . . ^ 



с 
I 



и -и. 
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110Логен1Я ед въ моменты ^^^^2 Если движенхе т'Ьла посту- 
пательное, то мы можемъ построить традктор1Ю и опред'Ьлить движете 
всякой другой точки !ГО' т^ла; для этого надо знать положеше ея въ 
одинъ тъ моментовъ времени, наприм^ръ положен1е Ш'^ въ моментъ 

^о; проведя изъ 3^1, аК^ линш ШхШ^, ЗЙзЗИ'з равный и 

параллельныя ЭКо^^'о кы' найдемъ положен! я ЗЯ\Ш^2 • • • точки 
Ш' въ пространств«Ь въ моменты 11,12 .... и можемъ такимъ обра- 
зомъ построить траэктор1Ю ея, которая будетъ параллельна тра- 
дкторш точки ЗЯо, одинаковаго съ нею вида и разм^кровъ. 

и^ек«А5 , Если твердое т4ло сокершаетъ движенхе такого рода: 






х^ = пост., ук» = пост., 0„ = пост. ) ,^ .^ 

; , (64) 

ф = Щ1); ж = РМ э = т) ) 

то традктор1Я каждой точки !Ю твердаго т'Ьла есть кривая^ начерчен- 
ная на сфер*, имеющей центръ въ 20 и радтусъ равный ШЮ, — раз- 
<5тоян1ГО этой точки отъ ТОЧКИ Ю; всЬ точки находя Щ1ЯСЯ на 
одной лиши проходящей черезъ Ю, им'Ьютъ траэктор1и подобный 
другъ другу относительно центра подоб1я Ю. 

Всл'Ьдствхе неизменяемости тЪла, уголъ ШЮ^' между рад1у- 
сами векторами двухъ точекъ т^Ьла сохраняетъ постоянную величину. 

) Такое движен1е тЪла называется врагцательнымг движенгемъ 

\ ттьлъ вокругъ точки Ю, 

Движен1е т'Ьла можетъ быть вратцашельиымъ вокругь всякой 
точки тЪла; абсолютныя координаты этой точки должны быть 
тогда постоянными^ а траэкторш всЪхъ точекъ тЪла суть кривыя^ 
находящ1яся на поверхностяхъ сферъ^ им'Ьющихъ общимъ центромъ 
неподвижную точку. 

''Л' '^-^ • Если неподвижный центръ, вокругъ котораго происходитъ вра- 
ггТ'и, щее1е твердаго т*ла, находится въ безконечности, то сферы, заклю- 
чающ1я тра9Ктор1и точекъ твердаго т'Ьла, обратятся въ плоскости па- 
раллельныя другъ другу; всЬ лиши, проходящ1я черезъ безконечно 
удаленный неподвижный центръ, будутъ параллельны одна другой и 
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перпендикулярны еъ систеи'Ь плосБоетей; точки, находя Щ1яся на 
каждой такой лин1и, будутъ описывать тра9ктор1И параллельный 
другъ другу и одинаковыя, какъ по виду, такъ и по разм'Ьрамъ; 
потому, разсиатривая такое движете, совершенно достаточно раз- 
смотр'Ьть движенхе точекъ т^^ла, находящихся въ одной изъ плос- 
костей вышеупомянутой системы; всякая точка тФла,* находящаяся 
внФ этой основной плоскости, будетъ совершать въ своей плос- 
кости тоже самое движение, какое совершаетъ проэкщя ея на ос- 
новную плоскость въ посл'Ьдней. Движете такого рода называется 
движепгемъ ш>ьла параллельно плоскости или движенгемъ плос- 
ской неизмп>няемой фигуры въ ен плоскости. 

Предположимъ, что неподвижнымъ осямъ координатъ дано 
такое положен1е, что плоскость ХОУ (черт. 33) совпадаетъ съ 
плоскостью неизм'Ьняемой фигуры; крояФ того точку Ю везьмемъ 
въ той же плоскости, а ось ^02 въ т-Ьл^ возьмемъ параллель- 
ною оси 02; при этихъ услов1Яхъ какое либо движен1е т'Ьла 
параллельно плоскости ХОУ выразится такимъ образомъ: 

^« = 0; х^ = Ш\ Ую=Ш) I 

(65) 

^=0; ж = 0\ э=Щ)\] 

абсолютное движете какой либо точки т'Ьла, относительныя ко- 
ординаты которой суть Е, т], С, совершается въ плоскости 

параллельной плоскости ХОУ^ и абсолютный координаты ея вы- 
ражаются такъ: ср.^5'^с5.прмтеи^^,. 



X = /1(0 4- $ С08 Щ) — ^ 8Ш Щ) 

У = ^(0 + е 8Ш Щ) + ^ С08 Щ) 



... .. (66) 



Исключивъ изъ первыхъ двухъ равенствъ время 1^ мы получимъ 
уравнен'ш абсолютныхъ тра8ктор1й точекъ неизм'Ьняемой фигуры. 
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Прим'Ьръ 11. Точкл Ю описываетъ, равном'Ьрпымъ движен1емъ, окруж- 
ность круга рад1уса В^ такъ что: 

и при этоиъ ткю вращается около оси 102 тоже равном'Ьрно и такъу 
что: 

Первыя два пзъ уравнешй (66) будутъ: 



Э ^^^(<) = 0)^. 



Л:: (Е + Д)е08о>^ — тг) 8Ш <»)^ = г? 

Ч- 1Г) 008 и)^ -р (^ + ^) ^1^ **^ =^ У» 

по возвышешн въ квадратъ п по сложен1н этпхъ равенствъ получпмъ: 

(1 + КУ+-П^ = х' + у*', 

Т. е. точка, имеющая относительнмя координаты (8, у\)^ описываетъ на 
плоскости ХОУ окружность, имеющую центръ въ О и радаусъ равный 

У(^ + 12)'Ч- ^^; т. е. разстоян1ю ея отъ О въ начальномъ положеши т4ла 
(при ^ = 0). 

Прим^ръ 12. Движете точки Ю по той же окружности совершается 
въ протпвоположноиъ направлешп: 

^лп^] Х^= ЕСОВ^а^\ у^ = — 7г8Ша)< . ? ' " ; 

и по прежнему 
Уравнен1я (66) будутъ: 

о/ -" (? + Ж) С08 0)^ — 7) 8111 и>Ь = Х 
7 Т] С08 0)^ -|- (Е — Е) 81П 0)^ = у 

Исключеше времени Ь изъ этихъ равенствъ можно сд']^лать сл']^дующимъ 

ОбраЗОМЪ: решить ИХЪ относительно С08ш^ и зтш^: 



С08 О) 






?-^ -Н ^* - -К'^ 



810 соГ — -^2-11: ^а'__~|^2~ ' 
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возвысить полученныа выражешя въ ква^рать и сложить; подучикъ: 

такъ какъ: 

|16Д2^- 4 [(?-^г)« + V] [(? + Л)^ + 712] }= - 4}(1*+'1*)--К1* 

есть величина несомненно отрицательная, то полученное уравнеше есть 
уравнен1е эллипса, им^ющаго центръ въ О; положеше же и величина осей 
для равшххъ точекъ (^, у\) неизм'^няемой фигуры различны; въ особенности 
зам^инъ: (гс^ти'И] 

1) что точки, лежащ1я на оси 2 (для которыхъ >) = О), чертятъ 
эллипсы : 

^ \ У^ — 1 

главный оси которыхъ совпадаютъ съ осями ОХ ч ОУ (черт. 34). 

2) Точка 90?! , имеющая координаты 5 = 22, 1^ = 0, движется на пря- 
мой у=^0^ т. е. по оси ОХ 

3) Точка Шз, им-Ьющая координаты 5 = — Д 1^ = 0, движется по пря- 
мой х=:0, т. е. по оси ОУ. 

Движен1емъ этого рода пользуются для черчен1Я эллипсовъ; обыкно- 
венный эллиптическш циркуль состоитъ изъ линейки ЮКЕ съ каранда- к.>п*,г,>\ 
шомъ Я", который можетъ быть закр'Ьпленъ въ любой точк-Ь линейки; два "^"'^ V 
шпенька Ш^^ Ш2, прикр']^пленные къ той же линейк']^, могутъ ходить по 
двумъ взаимно перпендикулярнымъ канавкамъ ХОХ^ У О У или прор']^амъ, 
сд-Ьланнымъ въ доек*, налагаемой на ту плоскость, на которой требуется 
начертить эллипсъ. 

По исключеши времени пзъ равенствъ (66) мы получимъ, какъ ска- 
зано выше, уравнеше, заключающее д?, у, 5, г]. Для постоянныхъ I, у] урав- 
неше это представляетъ кривую лишю, описываемую точкою (5, г^ движу- 
щейся фигуры на неподвижной плоскости ХОУ 

Обратно, для постоянныхъ л?, у уравнеше это, связывающее перемен- 
ныя величины 5, у), есть аналитическое выражеи1е кривой, вычерчиваезюй 
точкою (х, у) плоскости ХО У на движущейся фигур*. 

Такъ, въ прим'Ьр'Ь 11-мъ точка л?, ^, вычерчиваетъ на плоскости 520 Г 
кругъ, центръ котораго, им^Ьеть относительный координаты: Т1 = О, 5-с= -— 12, 
а рад1усъ равенъ Кл?*+уг. 

5 
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фг.бъ Въ прим-Ьр-Ь 12-мъ точка а?, у вычерчиваетъ на плоскости 320 !Г кри- 
вую 4-го порядка, выражаемую уравненхемъ (67), если въ немъ разсматри- 
вать: Ху у какъ постоянныя, а 5, г, — какъ перем-Ьнныя; эти кривыя суть 
эпитрохоиды, образуемые при катанхи круга радхуса 2В по неподвижному 
внутреннему кругу радхуса 2?; н-Ькоторыл изъ нпхъ изображены на прила- 
гаемомъ чертеж* Ыемт. ^Щ ^ 

Если, обратно, плоская фигура будетъ двигаться такимъ образомъ. что 
дв-Ь взаимно перпендикулярныя прямня, находяпцяся въ плоскости фигуры 
и прин:адлежащ1я ей, будутъ постоянно проходить черезъ двЬ неподвижныя 
точки, то каждая точка неподвижной плоскости будетъ чертить эллипсъ на 
движущейся плоскости; на этомъ основано приспособленхе Леонардо да Винчи 
для обтачиван1я оваловъ. 

тггнп'с^ ,,. § 19/)^вижен1е плоской фигуры, а следовательно и того т^ла^ко- 
'^ёи^сс^ торому она принадлвжитъ,вполн4 опред-бляется движен1емъ двухъ то- 
с'^г^*.' чекъ ея (назовемъ ихъ 3^1 и ЗИг), потому что если для всякаго мо- 
и^«/9»Я мента времени известно положеше точекъ ЗКхиЗИз на неподвижной 
плосБости, то можетъ быть опред'Ьлено, во всяб1й моментъ временя^ 
положеше на неподвижной плоскости какой угодно точки 9Й фигуры, 

такъ какъ ра^зстоянтя [ЗКаИх] и [ЗЙЗКз] сохраняютъ постоянныя 
величины. Собственно говоря, достаточно вполн* задать движеше 
одной точки, напр. Шх\ пусть: 

а?! = Ф1 (О, У\ = ?2 (^) 

суть два уравнен1я выражающхя это движен1е; движен1е же другой 
точки можетъ быть задано или однимъ изъ уравнешй: 

Л?2 = 01 (О» У% = 02 (^) 

ИЛИ уравнешемъ абсолютной тра9ктор1И этой точки 

Ф 6^2, у^ = О, 

такъ какъ другое уравнен1е вполн'Ь зам'Ьняется задан1емъ разстоян1я 
между точками Ш^ и Ш^ или задан1емъ положения этикъ точекъ 
въ твердомъ т4л*; пусть $1, у|1 суть относительныя коороинаты точки 
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3)?1, $2 •у]2 — так1я же координаты точки ЗИз, и намъ известны функ- 
щи: ^1{1), 92(0, ^1(0; тогда изъ трехъ уравнен1й: 



Н^^1Т^ \ ^= ?1(0 = л^» + $1 С08 д — у\х зт д 



1 



^,= сРаСО = 2/ю + ?1 81П Э + 7)1 С08 Э 
^ I V ©1(0 = ^ю + ?2 С08 9 — 7)2 81П 9 



^^к» ' 



(68) 



ПН можемъ опредълить въ функцш времени три величины: Хп>^ Ую^^ 
ж этимъ движен1е т'Ьла определится вполн*. 

-Ь. Если задано движенхе точки Ш?1 и тра9ктор1Я точки ЗЙа, то 
х^ч Ую и э придется определять изъ уравнейй: 

\:)^ = '$М \ ^^^ '^ ср1(0 = Л:ю+ 51С08 9 — 7)18Ш9 






?2(0 = Ую+ ^1 81П 9+7)1 С08 9 



^|!(^»о+ $2С089— 7)2 8Ш э)Ху^+ ^2^тЭ + 7)2 С08 э)] = О 



. . (69) 



Прим-Ьръ 13. Плоская фигура движется такъ, что одна точка, которую га^т.} 
\{'^^%'0 МЫ примемъ за 70, движется равном'Ьрно ио окружности круга, рад1уса Д 



Л> 



МГ|» 



вокругъ начала координатъ О, такъ что: 



Х^гКс^<оГ 



^«^ 



.х/ТТТ 



у.сс '|Х^= д;«, = ^? С08 (О*, С9ю=И 8Ш «)<; VV(■x^^)^( ^у;;^- ]е^г с^т^! 

другая точка 9Ла, черезъ которую мы проведемъ ось 2 и которая нахо- 
дится въ разстоянш X отъ первой, движется по оси ОХ; относительныя 
«оордииаты этой точки суть: 5 = Д т) = о и траэктор1я ея есть: 



и такъ уравнешя (69) въ этомъ прпм'Ьр'Ь получать видъ: 

...... (69, а) 



•^Р ' ^^ [в С08 (1)< = Ж, 

^. В 81П (1)^ = у, 



>о ) 



У^ ) ^ 



, Б81иа)<+ Х8Ш9 = 0.^ .п/.^^^^^^^л, 51 н.»?У.. ^ -г. п>.^ 

.Для нахождешя уравнешя траэктор1и какой либо точки ($, тг)) фигуры, при- 
дется поступить сл^Ьдующимъ образомъ: 



0-1». 
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Изъ уравнен1Й: 
х^+^е^д9-75«^? (л? — В СОВ (и1) =. I СО^ Э — 1Г]8т9 I 

исключинъ 9, мы получимъ: 

Изъ т^хъ же уравнешй мы опред']&лш1ъ 8Ш9: 

8Ш9_ ^^^-^^^ , 

но такъ какъ третье изъ уравнен1й (69,а) намъ даетъ: 

ТО мы получаемъ другое уравнен1е, ваклю^ающее 8Ш ш^, соз ш^, этм посл'Ьд- 

шд величины надо исключить изъ полученныхъ двухъ уравнен1в: 

« 

7) Д соз ш^ + ( 1^^-1 — $ ^ Д 81В О)* = д^т) — $2/ 1 

ДЛЯ того, чтобы получить уравненхе абсолютныхъ траэкторхй описываемыхЪ' 
точками (?, тг)); это будутъ кривыя четвертаго порядка. 

Уравнения абсолютныхъ траэктор1й точекъ, находящихся на оси 2(02 
могутъ быть составлены бол'Ье простымъ путемъ; а именно при тг] = О урав- 
нен1я (70) будутъ: 

а; = Д €08 (!>< 4" ^ ^^^ ^ 



у = Д 81П (!)< + Е 81П Э 



или I 






а: = Тг сов 0)^ + $ |/ 1 - 



В^ 81п^ 0)^ 
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По исБдючеши ш^ мы получихъ и»ъ посл-ЬдвЕхъ равевствъ слН^дующее 
уравнеше траэкторхй: . 



X 



= У^'—!&+^У^ 



Г 



{Ъ^^ГТ-у - (2,^5)' 



Брквыя этого рода лж^тотъ форму яйцевидную и н']Ькоторыя изъ нихъ к^и^^^с^ 
шображены на чертеж* 36: по виду отличаются он-Ь отъ {^ллипсовъ т'Ьмъ, »< 7=^ 
что кривизна об-Ьихъ вершинъ неодинакова *). Толстою чертою обозна- ^^н^ь к- 
ченъ кругъ, описываемый точкою 70. ЮШ^^ есть одно изъ положен1й >»«^к*»-^»^ 
оси 203; З^вШ^^Ш^б суть точки описывающ1я начерченныя траэкторш. 

РезультатЪ| получаемый чрезъ исключеше времени изъ уравнен1й (70), 
яредставляетъ, при х и у постоянныхъ, уравнен1я между Е и т); это суть 
уравнен1я т^хъ кривыхъ, который описываютъ на движущейся фигур*]^ 
-точки плоскости ХОУ. 

3- Задавъ движете одной изъ то^екъ Зйх (Еь \) нвиз1гЬняе-•й|•^^1с^ 
НОЙ фигуры по плоскости ХОУу можно, для опред^^лешя дви-^о^и^и^^ 
жешя всей фигуры, задать кривую описываемую никоторою точ- '^^^''^^1^ 
кою т неподвижной плоскости на движущейся фигуре или плос- -^П^ «-^ "^ 
кости ЕЮТ; пусть абсолютныя координаты этой точки суть: 
^ш УпЛ это величины постоянныя, между т^^мъ какъ относительныя 
^:оординаты ^^ '^т этой точки суть величины переменный; тЪ и 



друпя связаны равенствами: 

ХЛ% I ** I ^т=00^ + ^пгСО8Э -^1^ 81П 9 

?^Г'Н:'' ! ^^"1 Ут = У«> + ?п|8Ш9+тП^С0вЭ, 

^язтпгОФЗрНхъ сл4дувтъ: 

^т = (Л?т — Л?«) 8Ш Э 4- (Уп» — у ^ сов 9. . 



Пусть 



в(5^,^^ = 



«есть уравнеше кривой лиши, описываемой^ точкою ш на движу- 



*) Это лучше видно на чертеже 8ва, гд'Ь изображены кривня, описанння 
двумя точками не лежащими на оси Т?ЙГ, прнчемъ аоложен1е точки О на пло- 
ч^кости ХУ, вели1нна радгуса В и длина ^ бнли друг1я, ч^мъ на чертеже 36. 



|[-1| 
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щейся плоскости ЕЮ1С; длл опредФлен1я: х„, у„ и э въ фувкц!*! 
времени ны им^Ьеиъ въ такоиъ случае уравнени: 

?1(0 =-^к-^\ С08 9 — ^11 81П 9 



в 



?2(0 = Ую + ^( 81П Э-\-\ С08 9 
(Я;„ — Х^ С08 9 + (у„ — у«,) ЗШ 9 
(У« — У») С08 Э — {Х„ — Х^ 81П 9 



= О 



(71) 



Лрим^ръ 14. Точка Ш^^ которую мы прииемъ за 70, описываетъ окруж- 
ность радхуса В вокругъ О: 



Зд^>« 



• I/,- -Я 5»'** «О С" 



»Х«> 



< ?;-^ 



\%С^)9г'')'Ы^^'^>гО 



Х^= — В С08 ш^ 
Ук, = — ^? 81П 0)^ 



\У 






И точка ш, координаты который суть: 



х^ = X; у^ == О 
движется по оси 205; поэтому: 

"^т = ^В 8Ш (1)^ сов 9 — (X + -ВСОЗ (!)<)8Ш9= О [ ^[с^ 



ИЛИ 



9 = 



Т^вшМ — д) = Х81Пд (72)^ 

Для составления уравнешя традктор1й мы возьмемъ уравнения: (^ б] 

Ж + -В С08 0)^ = ? С08 Э — 'Л 81П 9 
2/ + -В 81П (О* = Е 81П 9 + Т| С08 9 

изъ которыхъ можемъ составить два сл']^дующ1я: 

$ — ^? С08 (о)< д)'=Х С<>8 9 + ?^ 8Ш 9 

^ — ^?8Ш(а)^ — 9) = у 008 9 а;8Ш9Л 



Исключивъ изъ этихъ уравнен1й 8Шд и со8д, мы получимъ: 
Ш С08 (ш< — 9) + 7]!? 8Ш (ш^ — 9) = 



б^ + УЧ-Д' — а?' — у^ 
2 
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Бром'Ё того, изъ т^хъ же уравнен1й мы найдемъ: 

{Х^ + ^) 81П 9=уЕ 'У]^ — Ву С08 ((!)<— э) + Л?Ж81П (ш^— э) . (73) 

Подстащвъ сюда вм'^сто зшд его выражеше изъ уравнен!» (72), мы 
получимъ второе изъ нижес^гЬдующихъ равенствъ: 



ел С08 Ы -Э) + У1Е 8Ш Ы—Э) = ^' + ^'^^'-^'-Г ] 



2 



уВ С08 ((л( — Э) + (^"Х" — ^)В 81П (о)* — э) = у^ — Г1Х 



. • (74) 



По исключен1и же изъ этихъ посл^днихъ сов (ш^ — э) и зш (ш^ — в), 
мы подучимъ уравнеше траэктор1Ё. 

Сравнивъ уравнеше (74) съ уравненхями (70 Ыз) прим'Ьра 13-го, мы 
увидимъ, что разница между т'Ьми и другими заключается только въ сл-Ь- 
дующемъ: гд-Ь въ уравнен1яхъ (70 Ы8)'Стоятъ л?, ^, 5, т) и ш^, тамъ въ урав- 
нешяхъ (74) стоятъ 5, т), а;,«/и (о>^ — э); поэтому по исключенш угла (а>^— д) 
изъ уравнешй (74) мы получимъ такое же уравнеше, какое получимъ изъ 
ураввен1Й (70 Ьхв) черезъ исключенхе угла «>^, разница будегь только въ 
томъ, что ж и у перем']^нятся мотами съ ? и 1^; значитъ траатор1и, опи- 
сываемыя точками неизм'^Ьняемой фигуры на неподвижной плоскости въ . 
движеши настоя щаго прим^^ра, суть г§ самыя крпвыя, которыя чертятся 
точками неподвижной плоскости на движущейся фигур* придвижен1и, раз- 
сматриваемомъ въ прим-Ьр-Ь 13-мъ. Шкоторыя изъ этихъ кривыхъ изобра- 
жены на чертеж* 37. 

Вообще, движев1е разсмотренное въ этомъ пример*, есть, такъ ска- 
зать, обращенное движен1е примера 13-го; одно обращается въ другое, 
если подвижная и неподвижная плоскости переменяются ролями. 

§ 20^ При изучэн]и какого-либо вращательнаго ^ъшшЕ^я^/^оч^ау< 
твердаго т4ла вокругъ неподвижной точки Ю совершенно ДО-^^^^^'^^] 
статочно разсмотр-ЬтБ движете точекъ т*ла, находящихся на*мТ-г^^; 
поверхности какой-либо одной сферы, имеющей своимъ центромъ/,^';^*,/^; 
неподвижную точку Ю^ потому что движен1е всякой точки ЗИ'-''^ > 
"тЬщ ненаходящейся на этой сфер^к, вполн:Ь опред^Ьляется дви- 
женхемъ той точки ^ этой сферы, которая находится на одной 
ЛИН1И съ точками Ш' ж Ю. 

Подобное разсмотрен1е вращательнаго движен1я твердаго т^ла 
представляетъ некоторую аналопю съ приведеннымъ въ преды- 



I I ~ А^\^ 
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дущемъ параграф! разсмотрентенъ двигенхя твердаго тФла па- 
раллельно неподвижной плоскости; подобно тому каБЪ танъ, мы 
и зд4Ьсь можеиъ разеиатривать вместо движен1я всего т!Ьла дви- 
жете неизи'Ьняеиой фигуры^ принадлежащей т'Ьлу; зд^ксь эта фи- 
гура сферическая. 

Мы представимъ себ^к дв^^ совпадающгя сферы 5 и @ радхуса 
равнаго единиц'Ь и общ1й центръ которыхъ находится въ Ю\ ^^^ 
точки сферы /8^ неподвижны, всФ точки сферы @ неизи^Ьнно связаны 
съ твердымъ тФломъ; вращательное движете посл^Ьдняго вокругъ 
точки Ю вполн^к опред:Ьляется движетемъ сферы ® по сфер'Ь ^9. 

Пусть 2^ (черт. 38) есть точка перес4чен1я сферы 5 осью 
Ю^' и большой кругъ 21^ — перес4чен1е ея плоскостью 2'ЮХ! . 

Пусть 2 есть точка перес^кчетя сферы ® осью ЮЪ и 
большой кругъ 2Е — пересечете ея плоскостью 2^^92. 

Положете какой-либо неподвижной точки на сфер'Ь ^ опре- 
деляется сферическиии координатами ? и ф- 

Положен1е какой-либо точки на сфере ® определяется сфери- 
ческими координатами: угломъ {, составляемымъ рад1усомъ векто- 
ромъ точки съ осью ЮЪ и угломъ ^, составляемымъ плоскостью, 
проходящею черезъ ось 2 и рад1усъ векторъ' разсматриваемой 
точки, съ плоскостью 2Юг. 

Положете сферы @ на сфере /5^ определяется углами ф, жиэ. 

Координаты 1^ и ? мы будемъ называть абсолютными сфери- 
ческими, а координаты /* и » — относительными сферическими. 

Прямоугольный, абсолютный и относительныя координаты вы- 
ражаются въ сферическихъ следующимъ образомъ: 

(Х — Ж^ = г 81П 9 С08 I}/ 

(у — у^)=г^т^нт^ ' . (75) 

{2 — ^^ =ГС08 9 ] 

% = Г8Ш/*С08Й ] 

У\ =Г8Ш/*8Ш^) \ (76) 

С = ГС08/^ 
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Вс^[Ъдетв^е этогсг, равенства (45), если вг вихъ подставкть вх'Ь- 
сто восинусовъ угловъ жежду оедп ХУ2 л 2X2 пъ выраже- 
шя (47), (48), (49), (50), (51), (52), (53), (54), (55), вм4сто 
разностей: х — х„, у — у«, г — г„ ихъ выражеша (75) я ви*- 
сто координатъ ^, ъ ^ — нхъ выражен1Я (76), пргаутъ следую- 
щ1й вядъ ао сокращен1и обЪвхъ ^(Д^йй веЪхъ равенствъ на г: 

8т? С08'!' = соз^втфсо&ж ~^й/Щщев1й(э + »)■ 

— СОЗ ж С08 (э + Ь) Дрв ф^ ^ 
вйтвш! = со8/'зт(;б8та« +1вш/'(совагз!п(э + *>) + (77) 

+ 811; ЖС08(э-\- ») СШЛ-, ^■ 

соа Т = со8/'соа(;б — аш/'зш й^ сот ^ ^в) 



Еслв ф, ж к э даны ваЕЪ извЪстяня функщи врежени: с 

3-^^»» : ф = Гг{г), Ж = ^^{Ь), 9 = Щг) ^ ^ , у , \ 

ТО уравнен1я (77), даже два нзъ викъ, внражаютъ двЕхевге той ) 
точки сферы ®, отиосительноя координаты которой суть: ^ ж Ь; { 
такъ, третье изъ уравненШ (77) внражаегь из1'!&нев1е абсолют- 
ной координаты 9 9Т0Й точки; 

СОЗ ? = соа /"сое РМ — т /"шп Р^ЦЬ) сов (» + ЕЛШ- 

Исключявъ изъ зтихъ уравяенЛ врехя {, жы получижъ одво 
ураввевЁе сферической траэЕтор1в, 1мт)рую оввеываетъ точка {/, Ь) 
сферы @ на сфер1^ <3^- 

Уравнеше это ваключаетъ: /*, &, V и '^; равсжатржвая /* и Ь 
какъ постоянный, зто уравнен1е жежду пережФнвнжя ? и <!' яж^етъ 
вншесказавное звачен1е. Обратно, если ? и <}' сд'ЬлКть оостоанвы- 
■и, то тоже саюе ураввен1е жежду переж1|нныжи /* и к) предста- 
вляетъ ураввен1е сфервческоб кривой, которую опяснваетъ точка 
(т, <{') венодввжаой сферы ^ ва движущейся ефер% @. 






прнм^ръ 15. ^з^•о.^.■" 

т. е. ве1ичив^ постоянной; 



ЭВ = и)( 



Чтобы составить ур^^еюе сферичсскнхь т)>аэктор1Й, иы ияьнежъ 
третье В8Ъ уравненШ (77)(нзъ него Ллучииъ: 

-созу 



">'■ = '«™^ — агтт-. »• 

Съ другоВ стороЕы, помкоЖ^в^ уравненЕя яа ^Наф а&ж, %тф зшмс, 
соз^ и слошивъ, падучинъ: 

зга 1р 8т д5 С05 (<> — ж) + сов ^ 008^ = 003/" 

(ту хе формулу ножемъ написать пряно, нн^ш въ виду, что въ сфернче- 
(яомъ треугольнив'Ё, образуемомъ сторонамн /*, у и ^, угмъ (Ф — ж\ ле- 
хнть протнвъ стороны /1 

Изг этой формулы сд4дуетъ: 

/сов/'— С03ФСО8#\ 

ж = ф - «мм ( — а^фУ 

Въ эгонъ 11рн1г1р1 ЭТО будеты 

. , /С03/"~С080 С08П\ 

«* = * - "Г''!™ ( ШР^. )• 

Приравнявъ два полученный внрааен1я для Ь, ны получимъ уровне- 
ше сфервческихА траэвторЕЙ: 

4. , <", , /соя/сов» — С08 »\ I ш, /СОВГ— СОЯФСОВаЧ /».о\ 

Частянй случай: если 

«1=0 
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ТО уравнен1е (78) даетъ: 



С08 ср = СОЗ/'СОВ а — 81п/*8Ш а С08 Ь; 

значить ср = постоянному; каждая точка сферы @ описываетъ кругъ на 
сфер^ ^8' вокругъ точки 2; <Ь изм-Ьняется при этомъ по следующему закону: 

1|^ = «)< + ^0 

гд-Ь 



[СОЗ/*— С08ФС08^1 



и есть постоянная величина. 

Б. Подобно движешю тФла параллельно данной плоскости, вра- ^^'^^(^^ 
щательное движете твердаго тъла около точки вполн'Ь опред4Ь- ^^^^^^м 
лнется сферическимъ двияешемъ двухъ точекъ сферы ® или дни- •;*^^^ ^^^^^ 
»ен1е11ъ одной точки Ш?! (/1, Ьх) сферы © и сферическою тра- г^^^^:^ 
экторхею другой точки а»2 (А, %) «я- !^ь^'"^"^^' -?г*|С^-/;Г.^у.Г9; '"'^^^^-^ 

г^Х-'^Г'''' Примерь 16. Точка Ш^, которую мы примемь за точку 2, движется ^^^т*'^^^ 
даннымь образомъ по мерид1ану: ^'Х', такъ что: /Г^'*^ ^^/* 

Точка же Л^, отстоящая отъ Щ^ на 90^, движется по мерид1ану: 
^р^а; мы примемь дугу Ш^4 ЗКз за 22, такь что 

и уравнение траэткорш точки Ш2 есть: Ф2 = а. , "^випмбог. и^/^с .1? к >с, ^«.^7'^' ^• 

Для опред'ккешя д, мы прим-^^нимь первыя два равенства (77) кь точка 
Ш?2; будетъ: 

81П сра С08 а = С08 Э С08 ф 

вш «рз 81П а = 81П э; 



^10. 



отсюда: 



Быраген1я 
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*8 ^= *е а С08 ф\ 



ф = Щ\ лс = 0; ] 
э == агс<;е (со8 р5 <;§ а) ] 



(79) 



1 



опред'1ляютъ вращательное двнжеше гкна. 

Такъ какъ ^ж?=:о, то сферическое двнжен1е точекъ сферы @ внх>а- 
жается равенствтами: (7^; 

( йП <р С08 ф = С08 /■ 81П 3^ + ЗШ /*С08 ф С08 (э + Ь) 
"^ '^ "^ -I 81П <р 81П ^Ь = 8Ш /*8Ш {э + Ь) > . . (80) 

<гж I Г ,< I. '. С08 ср = СО^/'сОВф 8Ш/*8Ш ф С08 (э + Ь) 

въ которыхъ ^ и д выражаются фунвц1ями времени (79). 

Ивъ приведенныхъ трехъ равенствъ (80), третье сл^дуетъ изъ двухъ 
первыхъ; двихенхе точки вполне выражается двумя изъ нихъ. 

Для того, чтобы составить ураввен1е траэктор1й въ этомъ прим^р:^, мы 
беремъ второе изъ уравненхй (80), изъ котораго сд-Ьдуеть: 

и 

<. + н^,п.^еГ вшт8ш . |^ — 1 ^31) 

1У 81П* /*— ЗШ* <р зт' ф .1 ^ ^ 

Р']^шая зат^мъ первое и третье изъ равенствъ (80) относительно соз ф, для 
чего надо помножить первое на зш /* соз (э-\-Ь) и придать къ нему третье 
помноженное на соз /*, мы получимъ: 

С08 ф (с08'/*+ 81ПУС08^ (^ + ^^)) = С08 Ф С08/*+ 81П 9 С08 ф 81П /*С08 (э + Ь); 

возвысивъ же въ квадратъ об'Ь части этихъ равенствъ и сложивъ, мы наВ- 
демъ: 

С08^ ср + 81П^ ср 008^ '> =С08'/* + 8111^ /*С08* (э + Ь); 

поэтому 



л [ с08 у соз /* + 5^И у соз ф к 51П^ /'— 31П' у 81п' ф 



соз* <р + ЗШ* <р СОЗ* ф 



н -^с/.^!. 
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но 



С08 ф — -^ • 



поэтому мы им-^емь вром']^ (81) е1це другое выраженхе для э\ 

о — ау^^сг Г+о- « СОЗ у СОВ /*+ 8Ш у С08 ф \/ш1^Г^ ЗШ'у 8Ш» ф ] . 

приравнявъ другъ другу эти два полученныд внражен!я, мы получимъ исво* 
мое уравнеше траэктор1й 

1У 8Ш'Г— 81П* 9 8т* ф ^ I /0-0\ -ит> ^ - ^ 

п^•п^^^а^ гг [ ^08/^^08? + 81Пу СОЗ ^ V ЗШУ— 8Ш'у 81ПЧ 1^ 

ате^Х^а ^ соз^у + зт^усоз^ф ]; 



V 



§21. Пусть твердое т4ло совершаетъ н4которое вращете/^зи^^и:^^^ 
около точки ю я вращеше это выражается равенствами: Уп^^^-^^^кг^ъ 

ф = Ф1{{);ж = Ф2(();9=Фз(Ь) (83) »*'"^;'»< 

гдъ ф^ Ж Е э суть углЫ; внражающ1е пологен1е т^^ла относительно ^ 

осей координатъ: Юх\ ЮУ\ Юг' параллельныхъ осямъ ОХ, 
ОУ, 02. 

Предположимъ теперь, что одновременно съ атимъ движешемъ 
оси Юх\ ЮУ\ Юг' переносятся поступательнымъ движешемъ, въ 
которомъ принимаетъ учаспе и все т4ло, такъ что положен1е его 
относительно осей ЮХ'у ЮУ, 102!' продолжаетъ изменяться какъ 
выражаютъ равенства (83), точка же Ю въ этомъ поступатель- 
номъ движеши изм'Ьняетъ свое положеше какъ выражаютъ сл^- 
дующ1я равенства: 

огю=9Шую = ^2{01 ^ю=='?в{^)\ (84) 

тогда т*ло будетъ совершать движете сложное, выражаемое сово- 
купностью шести равенствъ: (83) и (84). 

Обратно, какое бы то ни было движете твердаго т^ла: 

л^ю = ?1('0; Ую = ф2(0; ^ю = ?з(0 1 ^ (85) 



-м. 
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можно разсматривать какъ результатъ соединен1я двухъ одновре- 
менно совершаемыхъ т'Ьломъ движен1й: 

вращательнаго вокругъ точбн 20, выражаемаго послФднянк 
тремя изъ приведенннхъ равенствъ, 

и поступательнаго, ьъ которомъ, если его взять отдельно огь 
вращательнаго, всЬ точки т4ла совершаютъ отъ своего начальнаго 
положен1я такое же движенге, какое совершаетъ отъ своего на* 
чальнаго положен1я точка Ю, движенге которой выражается пер- 
выми тремя изъ приведенныхъ шести уравнешй. 

Такимъ образомъ данное движенхе твердаго т-Ьла можно разло- 
жить на двЪ части: на вращательную вокругъ точки 70 и на 
поступательную общую съ точкою Ю. 

Абсолютныя координаты всякой точки движущагося тЪла вн-* 
ражаются функц!ями времени: 

X = 91(0 л-т)\ У = ?2(0+ 7^2(0; ^ = ?з(0 +^з(0 . . (86) 
гд* 
0^ - ^= Р1{1) = I С08 (ХН) + -Г) С08 (ХГ) + с С08 (Х2) 

у-.у^=^'2(0 = ^со8(7Е)+71С08(Уг) + Ссо8(Г2) . . . (87) 

X - 1^^ Ш) = е С08 (^3) + т| С08 (^Г) + с С08 (^2) 

а косинусы: со8(ХЗ), со8 (ХГ) . . .выражаются въФ/О, ФаС^), Фз(0 

по формуламъ (47), (48) (55).*^ 

Разсматривая эти выражен1я, мы увидимъ, что абсолютныя коор- 
динаты всякой точки движущагося т'Ьла выражаются функц1ями, со- 
стоящими изъ суммы двухъ частей каждая; первня части, т. е . <р1(0' 
?2(<)? ?з(0>™Р^^^тъ движейе точки 20 и не зависятъ отъ вра- 
щательной части движен1я т'Ьла,вторня же части: -Р/^), ^^(Ь)^ К(0, 
представляя законъ измФнешя разностей (х — х^)^ {у — у^), (^ — ^ю) 
между абсолютными координатами разсматриваемой точки т'бла и 
точки Ю^ зависятъ только отъ вращательнаго движешя тФла 
вокругъ точки Ю] такимъ образомъ, разложен1е движен1я тйла на 
части поступательную и вращательную проявляется въ разложен1И 
на двФ части функцгй выражающихъ движен!е точекъ т^^ла. 



Л~^1 
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Тоже самое двиоюете швердаго тчьла можно разложить на 
вращательное движенге вокругг всякой друюй точки и на посту- 
пательное двио9сенге, общее сь этою точкою. Возьнеиъ наприм'Ьръ 
точку Я, относительныя воордтаты которой суть: ^^^^ т),, С,; ра- 
венства (86) и (87) даютъ слФдующ1я внражешя абсолютнаго 
движешя этой точки: 



^л = Л:^+ 5л К+ Пя М-аг + С* V-, ^ 
Уя = Ую-{ $л Ау+ 'Г1я 1Ау+Сл Уу 
^я = ^ю -*- $л К-^ У1я 1^5 + с* V, 



>; 



(88) 



если эти равенства вычтемъ изъ равенствъ (86) и (87) получимъ: 






(89) 



гд* величины Е, т], С означаютъ сл4дующ1Я разности: 



5 = $ — ЦЧ = ^ 'Пя/^ — ^ ^я} 



.(90) 



Представимъ себ4 теперь, что черезъ точку Я проведены, оси 
Яе^ ЯТг ЯЪу соответственно параллельныя осямъ 20Е, ^0^, ^02; 
въ такомъ случа* разности (90) будутъ представлять координаты 
точекъ т4ла относительно этихъ новыхъ осей Ех Тх Их. 

Если прим4нимъ равенства (89) и (86 — 87) къ одной и той 
же точк* К твердаго т4ла, тох у ^ равенствъ (89) должны быть 
т'Ьми же самыми функцгями времени, какъ лху ^ равенствъ (86 — 
87);^!но-^тепврь, въ равенствахъ (89), эти функцж разложены на 
части'иначе чймъвъ равенствахъ (8 6 — 87), а именно вторыя части 
равенствъ (89) составлены: изъ функщй времени: х^^ Уд, лг,, вы- 



ражающихъ движете точки 



м 



/ 



и изъ суииъ: 



б^ж + ■*1Н'« + Суд,, ЕХу + тцАу 4- ^Ьч ^^* + ЧН'* + ^^-- 



1-1\* 
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внраашющихъ законъ изм%нбН1а разностей координатъ {х — Хл)^ 
(у — Уя\ (^ — ^я) во вращательномъ движеши твердаго т*1а во- 
кругъ Я; соотв^дственно тому и самое движенге всего т^да жожшо 
разсматривать такъ, кань будто бы оно было разложено: на вра*- 
щательное вокруг'ь точен Я я на поступательное, общее съ двж- 
жен1емъ этой точен. 

Понятно, что поступательная часть новаго разложешя полнаго 
движен1я тФла будетъиная, ч4Ьмъ прежняя^ потому что движенхе точки 
Я вообще говоря отличается отъ движешя точки Ю; мы просл^^дижъ 
это обстоятельство на прим-Ьр* 1 3-мъ, причемъ будемъ обращать внж- 
ман1е и на вращательныя части движешя при разныхъ разложешяхъ. 

Въ этомъ прим^^р'Ь движен1б плоской неизменяемой фигуры 
задано Еакъ сложное изъ поступательнаго, представляемаго дви- 
жен1емъ точки Ю по окружности раддуса в: 

Х^=^ В С08 (лЬ Ую^" — В 8111 а)< 

И ИЗЪ вращательнаго вокругъ оси проходящей черезъ точку Ю 
и перпендикулярной къ плоскости ХОУ (черт. 39). 

Если бы не было вращательнаго движен1я, то каждая точка фи- 
гуры описывала бы окружность рад1уса Л, также какъ точка ^0, при- 
чемъ вся фигура оставалась бы параллельною самой себ4Ь; такъ на- 
прим'Ьръ въ течеши времени I отъ момента < = о точка ЗЙх (?1 = 2ЙГ, 
7)1 = о) перешла бы изъ начальнаго своего положешя Шг въ по- 
ложен1е ЗИх', причемъ она двигалась бы по окружности рад1уса д» 
имеющей центръ въ точк* 70°; точка 9Кз{$з=^о, 7|з=Д) пе- 
решла бы изъ начальнаго своего положен1я Ш^"" въ положенхе Ш!з\ 
причемъ она двигалась бы по окружности рад1уса в^ им'Ьющей центръ 
въ точк4, абсолютный координаты которой суть ж = о 2^ = Д; весь 
треугольникъ Ш^Ю^^Ш^ перешслъ бы поступательнымъ движея1вмъ 
въ положен1е ЗГОз'ТОЗГО/. 

Въ заданномъ движен1и къ этому присоединяется равномерное 
вращеше фигуры вокругъ. точки 20, при которомъ направлете всякой 
прямой лиши фигуры изм^Ьняетъ свое наклонен1е къ оси Х-овъ на 
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уголъ О) въ единицу времени и на уголъ аЛ въ течен1и врохежутка 
времени Ц поэтому треугальникъ, нами, разсматрдваемнй, будетъ 
дм^кть въ моиевтъ ^ ноложенхе Ш^ЮШ^, отличающееся отъ полеже- 
тя ШъЮЗкг поворотомъ всего треугольника на уголъ а = и»^ 
вокругъ точки 20, такъ что уголъ Ш^'ЮЩш=^ шЛ. 

Это же самое движение фигуры можно разложить на враща- 
тельное движен1е вокругъ точки ЭПз (см. черт. 40) и на носту- 
дательное, представляемое полнниъ движешемъ ея; полное дви- 
жеше этой точки, им!ЬющеЁ относительный координантн: ^г=^ощ^Ву 
выражается сл'Ьдующимъ образомъ: 

Хг= В С08 ш^ — в 8Ш ш^^з == — Д 8Ш а>^ + Л С08 ш<; 

сл4Ьдовательно ос^=уву то есть эта точка движется по прямой лиши, 
проходящей черезъ начало координатъ О и составляющей углы въ 
45^ съ осями X и У. • , 

Если бы не было вращательнаго движенк вокругъ точки ЭПз^ то 
каждая точка фигуры совершала бы движеше по прямой лиши, па- 
раллельной лиши Ф^з'^ЗАз; въ течете времени отъ <== о до момента 
^ треугольникъ Ш^^'Ю^Шг'' перешелъ бы въ положеюе Ш^'Шг. 

Въ полномъ движен1я фигуры къ этому присоединяется вра- 
щеше вокругъ Ш^, всл'Ьдств1е котораго разсматриваемый треуголь- 
никъ поворачивается въ течеши времени ^ на н4Ькоторый уголъ, 
такъ что въ полномъ движен1И онъ пряходитъ въ положеше 
ЭТ^з^ОШ?!— тоже самое, какъ и на чертеже 39; легко вид'Ьть, что 
уголъ Ю'ШгЮ поворота треугольника вокругъ ЗЮз равняется углу 
поворота треугольника вокругъ Ю (черт. 39), а такъ какъ ска- 
занное относится къ промежутку времени произвольной величины, 
то нетрудно понять, что вращеше вокругъ точки Ш^ одинаково 
съ вращен1емъ вокругъ 20, т. е. всякая прямая литя фигуры \ 
поворачивается, какъ при первомъ, такъ и при второмъ разло- (' 

1 

жен1и полнаго движен1я, равномФрно^ на уголъ ш въ единицу вре- ^^ 
мени и на уголъ а>^ въ течеши времени I. 

Подобнымъ же образомъ убедимся что^ при разложеши одного 

и того же движен1Я неизменяемой . фигуры въ ея плоскости на 

6 
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вращателное движенхе вокругъ оромвводьной гоч&ж фигуры к на 
поетупательное вредетавляеное дв1жев1е этой точки, вращатедмая 
чаеть движен1Я будетъ всегда одинакова, то есть въ течеши того 
же вренени фигура повернется на одинъ и тотъ же уголь, будмъ яв 
мы разснатривать вращеше вокругъ точки Ю, или точки ЗЮз, шжш 
вокругъ точекъ 2Й1, ЗЙ^ 

Тоже самое ин'кетъ м'Ьсто при всдкомъ движен1и гЬла: вра- 
щательная часть движен1я тЪла одинакова, возьнекъ ли мы ва 
центръ вращешя точку Ю^ точку Я или какую угодно точку тЪла, 
то есть ВСЯК1Я параллельный другъ другу направлешя^ проведеа- 
ныя внутри тЪла черезъ точки Ю, Я я др., будутъ вращаться 
вокругъ своихъ центровъ одинаковымъ образонъ, такъ какъ они 
(^ должны сохранять свою параллельность всегда. 

Изъ этого слФдуетъ, что если мы представимъ себ'Ь дв'Ь еовпаг 
дающ1я сферы 51 и @1 рад1усовъ равныхъ единиц'Ь, съ общимъ цент- 
ромъ въ точк^ Я и двЪ совиадающ1я сферы /9 и ® радхусовъ рав- 
ныхъ единиирЬ съ общимъ центромъ въ точкЪ Ю; если предпо- 
ложииъ, что сфера ^1 движется поступательно вм1ст^ со евоижъ 
центромъ Яу а сфера 5 движется поступательно вмЪстЪ со своммъ 
центромъ Юу сферы же @1 и ® неизм'Ьнно связаны съ твердымъ 
т^Ьломъ, то движете сферы ®1 по сфер'Ь ^1 будетъ вполть таж* 
дественнымъ съ движешеяъ сферы ® по сфер! 8. 

§ 22. Окороети точгоеъ т^^да, движущагося побтупа- 

телъно. Если т'Ьло движется поступательно, то углы ф^ жш$ 
остаются постоянными, сл:Ьдов»тельно остаются также постоянными 
и косинусы Х«, [Хд.^ Уя;, Ху, {Лу, Уу, X,, {Ля, У,; въ выражен1яхъ: 

Х = Х^+ 5Хя; + 1Г]{1а; + Су» 
У = Ую+ $Ху + ТЦАу +СУу 
^вГ = ^„ + ЕХ, + 1ГЦ1.Я + СУд 

изменяются съ течешемъ времени только: 

х^ = иО Ую =• иО ^ю = Шу 
такъ какъ относительный координаты ^, т), С точекъ твердаго тЪла 



. . (91) 



^ *чд» »л»*^ • 
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^уть та&ве веичинн ноетояниня; еслж, ях11я это ввиду, возыеиъ 
4[рои8водвая но ^ отъ об'Ьихъ чаете! равеж^твъ (9 1), то получимъ 

Ш ~ "Ж» Ж ~ "ЗГ ' Ж ~ Ж ^^) 

Это значитъ, что скорости всЬхъ точекъ твердаго т'Ьла, дви* 
жущагоса поступательно, равны и параллельна скорости точки Ю, 
а «"Ьдовательно и другъ другу. 

Если твердое шгьло движется поступательно, то одно- 
^ремениыя скорости всгьхъ точекъ твердаю тгьла равны и 
параллельны другъ другу. 

% 23. Скорости точекъ твердаго т4л«ц вращающагося 
вокругъ неподвижной точки. 

Если точка Ю неподвижна, т. е. х^^ у^, т^ постоянны, а 
углы ф^жжд изм'Ьняются данныиъ образомъ,то девять косинусовъ 

Х, Vя суть функщи времени; чтобы получить выражешя 

яроэкцШ на оси X, У, 2 скорости какой ли^о точки 9К($, т), с) 
твердаго т'Ьла въ такомъ движен1и, мы должны опять взять про- 
дзводння по времени отъ об'Ьйхъ частей равенствъ (91), причеиъ 
жы должны им^ть ввиду, что $, т), с^а?м, з^«о9 ^к» ^уть величины по- 
-стояяныя. Мы условимся обозначать знакомъ Ш скорости точекъ 
твердаго тЪла во вращательном'ь движеши и будемъ называть ихъ 
_для краткости вращательными скоростями] когда мы возьненъ 
:производныя отъ (91) по *, то получимъ: 



Ш = »»соа(й)Х) = 5-5^ + ^-5^ +С-3Г 



. . . . (93) 



Эта форма внражещя для про8вц1й скорости № не есть еще овон- 
■чательная, такъ ваБЪ входящая сюда производння отъ восинусовъ Х, 
^ V, должны быть выражены фунЕЦ1ямв угловъ ф,ж,эи 



м-г1. 
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яхъ производннхъ по времени, для чего надо взять производнн» 
по времени отъ равенстбъ (47) . . . (55); мы ед^^аемъ зто по- 
степенно нутемъ разннхъ посд:Ьдоватедьныхъ преобразован1й, кото- 
рня дадутъ намъ вЕозможность ближе ознакомиться съ н'ЬБОторыми' 
общими качествами вращательннхъ скоростей ш. 

Прежде всего мы преобразуемъ вторыя части выраженШ (9 3> 
такимъ образомъ, чтобы въ нихъ вошли вместо относительнн1ъ 
координатъ $, т], С разности х — л?^, у — Ую^г — ^„; пользуясь 
для этого выражетями: 



5 = ХДж — л?Л-Ху(у — 2/«,)+Ц^ — г^) 
'г\ = Н-Дд?— ЛГ^)+}Ху(у— у^ + ^1^ — ^^) 



(94) 



МЫ получимъ изъ (93): 

Шсо8(П)Х) = Л (ж— ж^) + Ях {у — у^)+'Я{1и-г^) 
\х>^о^{хоУ) = В{х—х^) + В(у—у^) + Рг{11!—^^) 

Й) С08 (Ш^) = Яг{х—Х^) + Р(У- У^) + С {г— о 



гд* черезъ -4, В, С, Р, ^, Б, Р1, ^1, Вх обозначены сл4ду1Г- 
Щ1Я суммы: 

^ ^» аЬ\^^ /// ~Г ^а; 



Р=Х 



фу 



<г^ 









/ 












^'=Ч^ + I*»^+V 



^ (Й 



<2=х,^+..^+^ 



^1 






3? 






^ 



^К-У I у^ сЬу 



(95) 



Л-Д3.2Н. 
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Р=1 ^-4-а ^-1-у ^ 

Взявъ производныя по ^ отъ равенствъ (61, а, &^ с) иы най- 
деиъ, то Ау В ж С равны нулю, взявъ хе производныя отъ 
равенствъ (62 а, &, с) мы найдемъ: 

Р1+Р=0;(2+(21 = О, л + 2г = 0, 

^^ потому проэБЦ1и вращательной скорости на неподвижныя оси 
жюрдинатъ выразятся слЪдующпъ образожъ: 

, у^^*\ ^ Ь) С08 (ШХ) = (^ -^ ^ О— (у— Ук>) Л 
,.^^.Л-' ^СофУ) = {х-х„)Е—{е-е„)р\ (96) 

V' ,/^^. ■ ' Ь С08(Й>^) = {<У-У„) Р—(Х—Х„) д 

§ 24. Угловая скорость, изм^решя ея. Предположимъ, 

^что вращательное движен1е т%ла вовругъ неподвижной тоягки Ю 
иронсходитъ параллельно неподвижной пдоскостиДУ; въ тавомъ 
•«луча'Ь, если возьмемъ точку Ю и оси 5, X въ той же плоскости: 

Хд. = соб 9, Ху = 8ш 9, X, =* о, 
|Ах = — вт э, [1у = С08 а, \1м = О, 



1^ 



= о, у. = 0, у, = 1 



V» V, 'Ц 



Л потому: 



«ех^доватехыо: 



Р=0, ^-0,д=|; 



Й) С08 (»Х)=-^(у — у^) ^ ' 
»С08(Й)3')= (ж — ж»)^ 
ЮС08(Ь>^ = 0. 
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Такое двихен1е твердаго т!Ьла есть вращеше его вокругъ ве- 
ло движной оси; явден1е это настолько просто и настолько ь&кшь- 
известно, что мы рЪшаежся прямо внсказать следующее: 

При вращеиги твердаго ттьла вокругъ неподвижной оси^ 
скорость № каждой точки ттьла перпендикулярна кг крат- 
чайшему разстоянгю р дшой точки отъ оси вращенгя. 

Отногиенге № : Р одно и тоже для всгьосъ точекъ тп^ла; вели- 
чина его равняется абсолютной величингь производной -цу если 

подъ 9 подразумгьваемъ уголъ между двумя проходящими через^ 
ось вращенгя плоскостями, одна изъ которихъ неподвижна^ а' 
другая неизмп^нно связана съ тп^омг. 

Производная -^ есть отношан1е меацу безвонечно 1&лнкь 

угломъ, на который поворачивается т-Ьло вокругъ неподвижво!^ 
оси въ течеши безконечно-иалаго промежутка времени и величиною^ 

этого промежутка, то есть -^ есть скорость изм'Ьнен1я угла $ еъ^- 



^ 



течешемъ времени; по этому отношеше 

9 ^* 



\ называется уиовою скоростью вращающагося т%ла. 

Такъ какъ уголъ измеряется отношен'1емъ длины дуги часпг 
окружности къ длен! рад1уса и гл^Ьдовательно величина угла из- 
меряется отвлеченнымъ числомъ (причемъ единицею угловъ слу- 
житъ уголъ: 57^1 7 '44", 7 . . . . ), то всякая производная отъ 
угловой величины по времени изнуряется отношен1емъ отвлечен- 
наго числа ко времени, а следовательно такое же измереше (раз*" 
меръ) имФетъ и угловая скорость. 

Что угловая скорость измеряется отношешемъ отвдеченнаго ^- 
ела ко времени видно еще и изъ того, что она есть отношен1е линей- 
ной скорости къ длине, а первая есть отношен1е длины ко времени. 

Вращающееся тело имеетъ единицу угловой скорости, если 
точки его 0ТСТ0ЯЩ1Я отъ оси вращешя на единицу длины, имеютъ- 
вращательную скорость равную единице. 
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Еднвица угловой скорости = ""^^^^^^^ = 

[ единиц, длины 1 1 1_ 
единиц, времен. ^ единиц, длины единиц, времен.' 

Ведияпа единщн угловой скорости вполн^Ь опред^Ьляется ве- 
Л1ЧИН0Ю единицы врежени. 

Если вращеше твердаго тЪла вокругъ оси совершается съ по- 
стоянною угловою скоростью, то такое вращен1е называется рае- 
иомлршлла вращенгемъ. 

При равном:крноиъ вращеши съ единицею угловой скорости, 
принииая за единицу вренени секунду средняго вренени, всякая 
плоскость т'Ьла, проходящая черезъ ось вращен1Яд описываетъ въ 

секунду уголъ въ 57^1744", 7 то есть^^. 

Суточное вращеше зеили вокругъ своей оси есть вращенге рав- <» - г /^ ^ 
нои^Ьрное, угловая скорость его равна: гггго.>/- 

^^ З^-п^ '/ИГ.! С*/>».1 

%^ач>оЬ , 2? Г— 1— — 1 П ПППП79^ Г— — 1— — 1 - 5^//^'/, о^) 

"^86164,09 [сек. ср. вр..|"~"'^^^^'^^ "• [сек. ср. вр.] 



1 

потону что въ одн'Ь зв'Ьздныя сутки плоскость всякаго иерид1ана 
описываетъ уголъ въ 360^, длина дуги котораго въ 2т: разъ 
бол^ рад|уса *). 

§ 25. Мгновенная ось ж угловая скорость твердаго 
т^^да вращающагося вокругъ неподвихно& точен. 

Изсл'Ьдуя выражен1Я (96), иы иожемъ составить себ'Ь общее 






*) Бсди вращающееся вокругъ оси гЬло совершаетъ п оборотовъ въ минуту,. 
то уповая скорость его равна: 

а) . ^ Г— 1—1 ==0,-0471975б« Г— ^— 1; . ^^'" 

60 [_ секунда ^ ' ^ секунда ^ ' 

такъ, если гЬло совершаетъ вООО оборотовъ въ минуту или 100 въ секунду (а 
тажЙя угловая скорости и гораздо болы11я встречаются нерЬдко, наприм^ръ при 
вращеши волчка и при вращенш артиллер]йскихъ снарлдовъ выпущенныхъ изь 
нар^зинхъ оруд1Й), то угловая скорость его будетъ равна: 



628,3 / \ ^ 

V секунда /' 
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П0НЯТ16 О совокупности скоростей №, которыми обладаютъ одно- 
временно вс^Ь точки т'Ьла, вращающагося вокругъ неподвижной точки. 

1) Если помножимъ равенства (96): первое — на — —, вто- 
рое на ^-—^^ третье на — ^, (гд4 г = ЮШ есть радаусъ век- 

торъ, соединяющ1й разсматриваемую точку твердаго гЬла Ш еъ 
точкою Ю), зат'Ьмъ сложинъ ихъ, то получимъ во второй части 
нуль, а въ первой сумму, которая равна Ь> со8 (Ь), г), гд*Ь (№, г) 
есть уголъ, составляемый скоростью Ь) съ направлешемъ рад1уса 
вектора ЮШ^ считая это направлеше отъ точки Ю къ разсма- 
триваеиой точк'Ь; полученный результатъ: 



Ь 



А / 



Й) С08 (й), г) = О 

выражаетъ, что скорость №, если неравна нулю, то перпендику- 
лярна къ г. Это свойство вращательной скорости сл:Ьдуетъ вире- 

•• • - ■ I» 

чемъ изъ самаго опред:Ьлен1я ея какъ скорости вращательнаго 
движешя т^^ла вокругъ точки Ю. 

2) Вращательная скорость точки Ю равна нулю; кром^Ь того 
есть еще безчисленное множество другихъ точекъ твердаго гЬла, 
вращательныя скорости которыхъ въ разсматриваемый моменп» 
равны нулю; изъ равенствъ (96), видно, что абсолютныя координаты 
такихъ точекъ должны удовлетворять сл'Ьдующииъ равенетвамъ: 

(у — Ую)Р — (^ — оо^Я = 
или 

х — хю у—ую е — ею , (€П\ 

р — ^ ~ Б ' ^^'/ 

значить: всЬ точки твердаго т'Ьла, который въ одинъ и тотъ же 
моментъ времени имФютъ вращательную скорость равную нулю, ле- 
жать на одной прямой лиши, проходящей черезъ точку Ю; 9та ЛИМ1Я 
называется мгновенною^ осью т^^ла вращающагося вокругъ точки Ю. 
Изъ точки Ю можно провести вдоль по мгновенной оси два 
взмимно-противоположныя направлешя; мы означимъ черезъ 9 то 
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9пхъ двухъ направлешй, воеинусн угловъ вотораго съ оеянк 
воордпатъ опредФшютея, по величивА и по знавуу сл^дующижи 
внражешя1|^. 

■ • 
л ■ 

***^ (^'^^ У р.+^.+д. ' ««<^' ^0 = ^ ;со8(а,^= ^ . . (98) I 



.*С.ПС''Г*'4 ^Г* *ГГ*ГУ€ Р^Г"^ ('■'44 



( 



гд'Ь корню хн првсвоиваежъ знакъ п^поеъ. /^/><^<«« 

3) Еели помножяиъ первое изъ равенствъ (96) на Р, вто- 
рое на ^, третье на ^В, сложиъ и раздЬлимъ на Ур^ + в^ + ^^ '^'^ 
подгучижъ во второй части нуль, а въ первой: 

Ь> С08 (шХ) С08 (2 X) + Ь) С08 (Ш У) С08 (2 у ) + й) С08 (Ш^ С08 (2^; 

ел^Ьдовательно: 

ш С08 (й),2) = о 

то есть скорость № каждой точки не телько перпендикулярна въ 
радхуеу вектору г, кавъ было показано выше, но перпендикулярна так- 
же и ко жгновенной оси; сл'Ьдовательно вращательная скорость \ 
всякой течки тгьла перпендикулярна къ плоскости проходя- - • 
щей черезъ мгновенную ось и черезг радг^съ векторъ точки тп»ла. у ^^(^< 

Если изъ точки Ш тйла опустить перпендикуляръ ШЕ (черт. 
41) яа жтновенную ось, то къ неиу будетъ также перпендику- 
лярна вращательная скорость этой точки, потому что перпенди- 
вуляръ ШЕ находится въ плоскости, проходящей черезъ мгновен- 
ную ось к черезъ рад1усъ векторъ точки. 

4) Изъ формулъ (96) мы получимъ выражеше для величина 
квадрата вращательной скорости, которое по формул'Ь (59) пре- 
образуется сл'Ьдующимъ образомъ: 

^^>=(р» + ^^ + ^г^) ^а^-х^ + (у-у^' + {^-^^^ — 
Разности между координатами точки Э№ и точки Ю суть про- 
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№Ц1и рад1у€а вектора на ос1 кординатъ, а вместо Р, ^^ Л на 
иожемъ цоетавнть нхъ ввражбшя, получавши жа1ъ равенствъ (9 8)^ 
тогда получимъ: 

ш^ = [Р' + я' + и')М— г' со8« (^Й 




или •^*>' ^^'' 

й)^ = (р .+ (2" + И') г' ап' {^Л 

откуда, по И8ВЛ6Ч6ШИ корня: 



ш = 1/р^ + (2' + ^г^^8ш(^,^) (99) 

Произведете г зш (С, г) выражаетъ длину перпендикуляра 
ШЕ (черт. 41), поэтому: 



или 

.';1ГГЛГ«Г ^ . ^^ = ,/К+-^Т:^ (100) 



реа* 



то есть отмошешв бгрбуи^ателшой скорости точки твердаго 
57 ) ШУьЛа пъ длингь кратчангшгго разстояигя ея до мговенной оси 
есть величина одинаковая для всгьхъ точекъ тгьла. 

Точки, одинаково отетоящ1я отъ мгновенной оси, им*Ьютъ 
раввня, а точки, находя1Ц1яся по одной лин1и параллельной мгно* 
венной оси, -^равный и параллельный вращательйня ек^]^оети. 

Изъ этого всего видно, что вращательныя скорости, которшйг 
одновременно обладаютъ всФ точки твердаго т'Ьла, вращал^щапнш 
вокругъ неподвижной точки, таково, что можно еказать, что въ 
этотъ мементъ все тФло вращается вокругъ мгновенной оси О съ 
угловою скоростью: 

. Г. ^^ =; ]/Р' + (2^ + 1^. 

притомъ йГ только величина угловой скорости^ ц^}1№жа и напра- 
вление мгбС^нной оси, изм'Ьняются съ течен1емъ.1фемени, такъ 
какъ Р, ^ и Л суть величины^ вообще говоря» перемЪмнвЯ. 
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§ 26. Изображеше угловой СЕороети д^шною. 

Предетавпъ ееб^Ь, чте иы еови1^стии мгновенную ось еъ по- 
Дохлтепною осью У и вияля точку гЬла на положительно! оси 
2у тогда: 

Р = О, Л = О, а; -- х^ = %у — Уго = 0^(2> О и (-8Г — ^«)> О 

I проэвщи вращательной скорости на оси У л 2у какъ даютъ 
форнулн (96), равны нулЮ; а проэкц1я ея на ось X нм^Ьетъ по- 
'оаптельную величину: 

Ь) = (-8Г — ОС» 

1^ есть вращательная скорость, мгновенная ось и кратчайшее раз- 
^^^смше точки гЬла до мгновенной оси суть три взаимно перпен- 
Д^ВмсулярнБи направлен1Я9 расположенння другъ относительно друга 
'^Вже^ какъ расположены положительныя осиХ, У я 2! но отно- 
^<ез1Ю другъ къ другу; если представимъ себ^ь, что наблюда- 
^^^Аъ стоить ногами въ Ю^ головою по направлетю мгновен- 
^ОЦ оси и смотришь на какую либо точку Ш твердаготтьла, 
увидимьу что вращательная скорость этой точки напра- 



^^-^ш^ш слгьва на право- по направлетю кажущагося суточнаго 



;/.' г ^ ' ■• 



^^^женгя солнца (черт. 42). 

Угловую скорость изображаютъ длиною, заключающею въ себ:Ь 

^*Я^олько единицъ длины и частей ея, сколько въ угловой скорости 

^«ииючамся единицъ угловой скорости и частей ея; эту длину 

^"Хлагаютъ по направлен1ю мгновенной оси отъ точки Ю. Мы всегда 

^7Д^к'^ предполагать, что угловая скорость изображена такимъ 

О<(разомъ и подъ направ.генгемъ угловой скорости будемъ под- 

)№8ум'Ьвать направлен1е мгновенной оси^ такъ что угловой скорости 

19Н будемъ приписывать величину и направленге^ обозначая то 

Хг другое знакомъ 2, или др. 

Если угловая скорость 2 = УР^ + ^^ -{- Е^ изображена та- 
Еммъ образомъ, то равенства (98) или: 

Р=^со8(^X);в=^со8(^У):^г=^со8(^.г);. . . (101) 



I 

I 



!Т-?Л.^^. 
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показывать, что Р^ д т В можно разскатривать какъ проан- 
цги угловой скорости на оси координатъ X, У, Е] такъ какъ 
Р, д ш В имЛютъ тЬ хе изм4рвн1я что и 9, то это суть угло- 
выя скорости н'Ькоторнхъ вращен1й вокругъ этихъ осей; въ павЪ 
ггл! ./!1^ о соединеши движенШ мы покажемъ, чтр это суть дМствительно 
угловпя скорости т^Ькъ частей полнаго вращательнаго движен1Д| 
на Боторыя оно можетъ быть разложено, или изъ которнхъ оно 
можетъ быть составлено. 

Длина 2 есть дгагоиаль параллелопипеда, ребра котораго суть 
длины Р, С В. 

Изображая угловыя скорости длинами, мы не должны однако 
забывать, что он'Ь изм'Ьряются не единицами длины, но единицами 
угловой скорости, подобно тому какъ линейныя скорости^ такие, 
изображаемыя длинами, изм'Ьряются своею единицею. 

§ 27ЛВыражвН1я Р, ^, Б въ функщяхъ ф, ж, э и 
ихъ прожзводныхъ по времени. 

Для составлешя этихъ выражен1й мы ностунимъ сл^дующимь 
образомъ. 

Бсл'Ьдств1е неподвижности точки Ю: 

поэтому проэкщм вращательной скорости какой либо точкжтввр*- 
даго т^Ьла на оси координатъ X, У, 2^ могутъ быть предб($т««- 
лены сл'Ьдующимъ образомъ: 

ШС08(ШХ) = .^^^^^^ 

Ь>софУ)=-^^^^\ (102) 

пользуясь же выражен1ями (96), мы получимъ: 



и - л 



л» 
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-^^— - = (^ — ^ю) Я—(у — ую)В 

^Л=1!^ = (:с-х^) Е-{,-,^)Р) .... (103) 



т 



Эти равенства жн прим^Ьнимъ къ тренъ точкамъ твердаго гЬла: ^^^ и,.' ..^ < 
^6^в 1-й, 2-й, 3-й. Точка № 1-й находится на оси 2 въ разстоя- *^*''**"** 
■!ж равною единиц:^ отъ точки Ю^ 2^ 2-й на оси Г и 1ё 3-й на 
оен 2,. также въ разстолши равномъ единиц'Ь отъ той же точки; 
отвосительння и абсолютныя координаты этихъ точекъ сл'Ьдующ1я: ^' 



■\' ем .1 





И' 


1-й 






№ 2-Й 






№ 3-Й 




%х 


-1, 


Т11 = 0, 


С1 


-Ое»- 


0,т„=1, 


С! 


-0?, 


= 0,713-0, 


с» 


XI 


= х„ 


+ >^ 




X^ = 


= а;к, + {*« 




Х^ 


=а!«,^-V, 




У1 


=У" 


+ ^ 




У% = 


= У« + 1*1г 




Уь 


= У«. + Vу 




»1 


==*«, 


&к 




«а = 


= ^ю + 1*» 




«а 


— ^» + V,. 





= 1 



Подставивъ въ равенства (103) координаты атихъ точекъ, мы 
иолучинъ слФдующ1я равенства: 






= дК —В\... (а); -^ = ^[1^ — Е\»'у . . . (й); 



й^ 






= д^, — ЦУу . . . (д) 






ВК -РК . . . (Ь);^= Л!*х — Р^^ь, . . . (е); 



-^ = В'^х — Руя ... (Л) 



> • 






= Р\у—ЯК. . . (с); -# = Рн-у — ^Н'х . . . (/*); 



^^ 



б^Ул 



.(104) 



^^ =РVу— вVя: ... (О 

I 

Бозьнемъ теперь производный но I отъ равенства (55^ 



а -^1 
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Отсюда, при походки равенствъ (104 г), (53)(54) инполучинъ: 

по совращен1и же на 8Ш <р: 

-^=^С08ЛС — Р8ШЛС (105) 

Возьжемъ дад'Ье производную по Ь отъ об'Ьихъ частей равенства 
(62), подучимъ: 

съ другой стороны для производной отъ [л^ по ^ мы ин^енъ другое 
внражен1е: (104 /*); подставивъ въ него вн^бсто {!>, и (Лу внражен1Я 
(50) и(51)9тихъ коеинусовъ въ тригоноиетрическикъ функцЫхъ 
угловъ ф, ж ш э л приравндвъ другъ другу два получеинви 

выраженья для -^, мы получижъ сл:Ьдующее равенство: 

С08 р5 8Ш а -^ + 8Ш ^5 С08 Э ^ = Рру — §}Ая;= 

= (Рсо8 ал; + ^ 8ш ж) со8 э + (^ С08 ал? — Рзш ж) зхп э соз ф. 

Подставивъ сюда вм'Ьсто производной отъ ^ по ^ выражеше ея (105) 
и произведя надлежащ1Я соБращен]я, иы получихъ: 

^тф'^ = Рсовж-^ д^тж. . . . (106) 

Рйшивъ равенства (105) и (106) относительно Р и ^, нн 
получимъ слФдующ1я выражен1я для этихъ величинъ: 

Р=со&ж^тф-^— ^1пж-^ (101) 

^ = в^x1Ж^тф^+ совж^ (108) 
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Возыемъ равенство (104Д), »а1гкн1мъ въ нежь Р только что 
подучеанымъ внрагешемъ (107), а ви'Ьсто косинусовъ у^ у^ у^ под- 
етавимъ ихъ внражен1я въ фунвц1яхъ угловъ ф и ж; получигь: 

Лу^ = 228шд5с08ас = -^ |- Ру, = соад^зГпя»-^ + 
втфсо^ж-^ + С08 <р С08 о«? зш 5& -^ — соад&ашлс-^; 



оттуда: 



Е = шф§ + ^ (109) 



Если изв'Ьстнн функцш, внражающ1я завонъ изм'Ьнен1я угловъ 
фу ж и 9 г^ течен1емъ времени, то внражешя (107), (108) и 
(109) даютъ Р, ^, и 1! для Еаждаго момента времени; слЪдо- <; 
вательно, мы им'Ьемъ возможность опред'Ьлить въ каждый моментъ .^ 
направлеше мгновенной оси въ пространстве и величину угловой ,' 
скорости вращающагося тФла. 

Тавъ, въ првж^р1& 15-мъ: ^^М' Г^- 

ГД*]^ (О и ^о^ суТЬ ДВ'^Ь ПОСТОЯННЫЯ ВбЛИЧИНЫ. 

■й=^' -Л="'' -Л="*1 

а потому: 

Р = <1)^8тасо8<»^; ^ = ш^ 8та8та>;; -8 = 0)4 со8а-|-о), 

то есть проэвщя угловой скорости на ось 2 }ш±&1ъ постоянную величину, 
равно кавъ и проэкщя ея: 



\/р^ -I- в* = «>1 81П а 
на плоскость ХУ; по этому вся угловая скорость постоянна: 



2 = |/ш^^ -|' 2<«>1<» 008 а -|- ш* 
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и составдлетъ съ осью ^ постоянныб угодъ, восинусъ котораго равен1^:/2^ >^/^ 

/О гт\ <*>! С08а + (О 
С08 (9,^) = ' ^^ 

а синусъ его: 

8111 (2,^) = -^2 

Мгновенная ось непрерывно изм']^нябхъ свое направлеше, описивая 
прямой конусъ, ось котораго совпадаетъ съ осью ^» а производяпця со- 
ставляютъ съ нею постоянный уголъ; плоскость, проведенная черезъ мгно- 
венную ось и ось 2^ вращается вокругъ оси 2 равном:1^рно съ угловою 
скоростью а>. (/'"•'; !Я^- ..;/?=.. .), 

Движете, разсматриваемое въ этомъ прим'^^р^, совершается твердымъ 
т^омъ, масса котораго расположена симметрично по отношешю къ оси 
^02, если неподвижная точка Ю есть центръ инерщи (центръ тяжести) н 
^ къ нему неприложено никакихъ силъ, но оно вращается по инерщи всл^- 

'си\су.--> стше однажды сообщбннаго ему толчка; кром*]^ того такое гкко ноэве1!ъ 
принять подобное же движете при д^йств1н на него силъ, подчиненннхъ 
н']^которымъ услов1ямъ; мы будемъ н'к^колько разъ возвращаться къ этому 
примеру и въ своемъ м^ст-^Ь упомянемъ о н^которыхъ случаяхъ двйжешй 
этого рода. 

3*. Изъ подученныхъ выражешй (107), (108) и (109) мы соста- 
винъ сл'Ьдующее выражеше для величины угловой скорости: 



с ■ .» ■ 
■ I ' 



- «" 



2 = ^(фу + {жУ + {эУ + 2э^ж' совф . .. (110) 
гд* 

9^ — (цу^ — аг^^ ~ ар 

кром'Ь того, если принять во внимаше, что: 

С08 (Х2) = у, = 81П ф С08 ж, С08 (У2) = Уу = 81П фШЩ 
С08 (^2) = С08 ф; С08 {NX) = — ШЖ\ С08 (-N"7) = С08 я», 

гд'Ь ]У есть направлен1е, означенное на чертеж^^, пом:Ьщеннонъ 
на стр. 55, то внрагешя для Р, д я в могутъ быть представ- 
лены въ слЪдующемъ вид:Ь: 






— 97 



..(111) 



9С08(9Х) = Р = ^ С08(Я-Х) + ф С08(^^0 

9соз(9У) = е = э'со<»(ЯУ) + ф'сов{ЮГ) 
9с08(9^) = Л = э'со8(2^ + ж' 

Величины ^', (ж' и э^ имФютъ изн^Ьрешя угловнхъ скоростей 
н, вакъ увидимъ ниже, дМствительно суть угловнд скорости трехъ '/ ' ^/^ 
вращательннхъ движешй, изъ которыхъ разснатриваеиое враща- 
тельное движете иожетъ быть составлено; если изобразииъ эти угло- 
выл скорости лишний отложеныии: ф' — по направлешю ^^9^, ж' — 
по оси юг' и э' — по оси 702, то формулы (111) покажутъ намъ, 
что сумма проэкщй на которую либо изъ осей координатъ лиюй 
ф\ ж' Е э' равняется проэкщи на ту же ось угловой скорости С; 
а намъ известно, что это означаетъ, что лин1и С, ф\ ж^ и э' 
мх^ютъ так1я величины и направлешя^ что изъ лин1й равныкъ 
м паралленьныхъ имъ можно построить замкнутый четыреугольникъ; 
или, если мы построимъ паралеллопипедъ, одна вершина котораго 
будетъ въ точк-Ь Ю, а три ребра будутъ совпадать съ ф\ ж^ и э\ 
то дгагональ его Юй (черт. 43) будетъ совпадать съ угловою 
скоростью 9 по величин^Ь и направлен1Ю. 

Формула (110) выражаетъ, что 2 равняется длинФ этой дхагонали. ^ 

При построен1И реберъ этого паралеллопипеда надо откладывать 
линш ф'^ ж' и э' по направлен1ямъ ЮК^ Ю7/ и /02, если эти 
производный им'Ьютъ положительныя величины; если же которая 
либо изъ нихъ им'Ьбтъ отрицательную величину, то изображаю- 
щую ее длину надо «тложить по отрицательному продолжешю со- 
отвФтственнаго направлен1я или оси. 

Производныя или угловыя скорости ф' и ж' называются: пер- 
вая — нутацгею^ вторая — прецессгею оси 102; нутац1я называется 
положительною^ если уголъ ф всл4детв1е ея увеличивается, то 
есть если ф^>0; прецесс1я называется положительною, когда ж'>0. 
Эти назвашя прим'Ьняются преимущественно тогда, когда говорятъ 
о вращательномъ движен1И такого т^Ьла, масса котораго располо- 
жена симметрично по отношен1ю къ оси 102; тогда назнваютъ 
угловую скорость э' — угловою скоростью вращен1я т4ла вокругъ 
его оси симметр1и. 
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Въ пржведбннонъ внш дрии^^рЪ Хб-^ъвращешет'ЬлавОБругъ 
своей оси етметр1и еопровохдается тодько прецесегей, нутащи же 
нФтъ; поэтому угловал скорость С есть Д1агонахь паралеллогранма, 
построеннаго на угловой скорости э', изо<$ра2бнной длиною отло- 
женною по оси 2, и на прецессш ж\ изображенной длиною отло- 
женною по оси 2^. Разсиатривая вращательное движен1е этого при- 
и^^ра, мы вид^Ьли, что мгновенная ось, равном'Ьрно перем^^щаясь, 
описнваетъ въ пространств^^ прямой круговой конусъ; вообще говоря, 
при вращательномъ движен1и т^ла вокругъ неподвижной точки 
мгновенная ось непрерывно измфняетъ свое положеше въ простран- 
стве, описывая некоторую коническую поверхность; непрерывность 
измФнетя положешя мгновенной оси означаетъ, что уголъ между 
положешями мгновенной оси въ начал^^ и коносЬ безконечно ма- 
лаго промежутка времени — безконечно малъ; впрочемъ мыслимы 
и так1я вращательныя движения, при котррыхъ мгновенная ось 
измФняетъ свое положен1е на конечный уголъ ъъ течеши без^^онечно 
малаго промежутка времени; объ зтомъ будетъ упомянуто ниже. 
^, Чтобы составить уравнеше конической поверхности, описы- 
ваемой положешями мгновенной оси въ пространстве, мы должны 
будемъ ПОЛОЖИТЬ! 

въ равенетвахъ (107), (108) и (109) и загЬмъ исключить нзъ 
нихъ Ь ж г^; результатъ жсключен1я будетъ уравнеше конической 
поверхности, описываемой мгиовенною осью въ пространств^^. 

'г'-' Мы ед^1аемъ это въ прим']Ьнеши въ прим^Ьру 16-му, въ которомъ: 

ф=0); яю = 0; ^^9=%еасобф; 

сгЬдоватедьно Р, ^ я В выразятся зд^ь такъ: (!!>,-,'«■, ■^\ 

Р=д'апр5; Я=ф'^ В — э'ео&фу 

ирьчемъ 

1 + С08* д5 1д*в ^ - ' р^^ -- Г^' ^у! '*' 
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Ди косо» ятобн составить уравнеше воничесвой поверхности, кы по- 
яшашмжь вооугЬднее равенство на д' и придги^нмъ ему сл'Ьдующй вядъ: 

аатАмъ исключимъ изъ него и изъ трехъ нижесл'Ъдующихъ равенствъ веди- 

ивы 0*, ^ и фунвщи угла ф^ 'г^'л.г^ /с*к-> .<ил» :>...' 

Тогда получимъ: "* ^-^ иуг*»^-^.!;»/!-^^* 

р, ^,Л; «,;«>* г:|»1^, ».';. 



а?о* + -г'о' + -^о'^а + а?оУо*в« = 0. 



- л ' -• V -.• - • : 4-- 



» ■ ■ 



Это ж есть уравнен1е сказанной конической поверхности. 

Твердое гкю, вращающееся какъ указано въ этомъ прии^Ьр1^ дви- 
жется такимъ образоиъ, что рсь 702 остается въ плоскости 2ЮХ[ а ось 
Л92 остается въ плоскости, проходящей черезъ ось Ю2^' и ''составляющей 
уголь а съ плоскостью 2т) X (черт. 44). Такое движете совершаетъ 
одна изъ частей сочленешя, служащаго для (передачи вращательнаго дви- 
:кен!я съ одного вала на другой, если оси этихъ валовъ пересекаются 
въ одной-'ТОчк'Ь и наклонены другъ къ другу подъ тупымъ углоиъ, вели- 
чину котораго приходится ти1^Е&ть смотря по обстоятельствамъ; |ЭТО со- 
членеше называется универсальнымъ или Кардановымъ сочлене я1емъ или 
шарниромъ Гуна (одни приписываютъ изобретете его Кардану, друпе 
Гуку (Носке, 1674). 

Передача вращешя отъ одного вала А другому В производится че- 
резъ посредство самаго шарнира аЬаЪ' (черт. 45 и 46) — твердаго т^ла 
крестообразнаго вида, крестовины котораго аа' и ЬЬ' взаимно^ перпен- 
дикулярны; концы крестовинъ им^ють форму круглыхъ шиповъ, вложен- 
янхъ въ круглый же гнезда 2, С, 3, $ двухъ вилокъ: одной 2аС наглухо 
приделанной къ валу Л, другой Е^^ — наглухо приделанной къ валу В-^ 
вилки эти устроены такимъ образомъ, что литя 2С перпендикулярна Ьъ . 
•оси А, а лишя Н^ — къ оси В и какъ эти лин1И, такъ и оси А, В пере- 
«екаются въ одной точке. Бели оси А я В будутъ иметь какое либо 
<шре1деленное направленхе, причемъ будутъ составлять тупой уголъ одна 
«ъ другою, и мы будемъ вращать вилку 2аС вокругъ оси Л, то черезъ 
посредство шарнира аЬаЪ' будетъ вращаться и вилка Е% вместе съ 
валомъ Д вокругъ оси последняго; приэтомъ лин1я 3$ будетъ оставаться 
въ плоскости крут перпендикулярнаго къ оси вала В, а лин1я 2С въ 
олоскости круга перпецдикулярнаго къ оси вала А; уголъ между плоско- 
етями этихъ врутовъ (уголъ а) равенъ дополнен1Ю до 180^ тупаго угла» 
образуемаго осями валовъ А к В. 

7* 
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Оддацо щремча вращенм ч^|Ю8ъ Гуковъ шлрищъ со1фот«>яц»ется 
изи']Ьнеюек^ угдовой скоросхц, .ою есть, если уиюва;^ окорооп .вшаа Л 
будетъ постоянна, то угловая скорость в^ла, В будедсъ ][1ере1г1&нная; вь 
самомъ д'ки^, угловая скорость вала А есть, очевидно, не что иное какъ 
(— Ф')1 угловая же скорость вала В есть ?', гд* ^:=(Е'Е)^ то есть углу 
между осяши 2Г и Н; но для сферическаго треугольника ^22 (черт. 44)^ 
въ которомъ: дуги 

а углы 

м^а: 1Ш'1е1{'ь равенства. 



. N 



8Шд 



8Ш ? = -.— , со8<р'= — вгпфстэ; 

81ЦСХ 

взявъ производйук) отъ перваго кзъ нйхъ по врел'ешг и разд'кгавъ в» 
лгорое, яолучимъ^ 

^ 8то8111§б' 

въ свою щ 9^ередь ^' выраа^ается въ ф' какъ видели выше, сл!!Ь|^л^ 
щимъ образомъ: 






а оскао'ому:' 



' . 1 



или 



^ ' соза(14-со8*<збккМ ■) ^^ ^ ■ . 



^V^^^>" \+-С»«^^^.|^Ч 



^[.^ '-с'. и/.'/( :^^и'^.г/ ' . ^_^. , 

с?^.'г.. <;г'1;г; отсюда ВИД90, НТО при достоянной угловой «корости ф[у угловая сво|юа|& 
ср' наполняется съ:изн0^нен1е11ъ угла $; валъ В будетъ и]гЬть наибольшу!» 
угдовую: скорость: 



сова 



при д5=д илиу и наименьшулр угловую скорость: . дб. сов<^ дри фцаО 



или ^. 



Л^^^.^& 
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Кошпбскаа поверхность, описываемая мгновенною осью въ вростран- 
е1в1ц есть эииптическШ коаусь, ось котораго находится въ плоскости 

^Р7' (черт. 44) и составляетъ уголъ — ^ съ осью X' и уголъ ^ съ 

ОСЬ У; въ самомъ х^\ если, оставивъ ту же ось 2', мы отнесемъ ко- 

яусъвъ новой оси 2, составляющей уголъ -^ съ прежнею, и въ новой оси 

У^ совпадающей съ осью конуса, и, означивъ черезъ х е ^ координаты 
относительно этихъ новыхъ осей, сд^таемъ подстановку: 



X 



= я?со8| — уетп-^; у = а; зт | + усо&|^ 



въ нолученномъ выше уравнети конической поверхности, то оно приметь 
такой видъ: 



С08а 



который показываетъ намъ, что сЬчеше конуса плоскостью перпендику- 
^кярною 1№ новой оси У есть Э1.1ипсъ съ полуосями р 1^-^ въ плоскости 

ЗГУ и увш-^ г соза въ плоскости У2'; посл-Ьдняя полуось мен-Ье первой 



въ отношен1и: 



^V 



С081Г1/ С08а. 



Половина отверст1я наибольшаго с']Ьчен1я конуса черезъ его ось равна -^ и 
лоховина отверст1я наименьшаго с']Ьчен1я равна 



агс1;§Г8Ш^|/со8а) 



На жерт. 44 изображена кривая лин1я перес']Ьчен1я этого конуса со сферою 
радауса равнаго единице; значеше другаго конуса, объемлющаго, будетъ 
объяснено ниже. 

§ 28. ПроэБцш вращатеяьныхъ екороетей на оси Боор- 
дннатъ неизм'Ьнно связанныя съ твердымъ т'Ьломъ. 

Для того чтобы составить выражев1е проввщи скорости № на ось 
^9 надо помножить первое взъ равенствъ (93) на Хд^, второе на 
Лу1 третье на X, и по пербжножен1и сложить; получимъ: 



1Г'2&. 
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*> (сов (1гХ) С08 (ЕХ) + сов (й) 30 сов (Е У) + сов (шг) сов (32!)) = 



дли 



= а$ + Г1Т| + дС- 



Ь) сов (ШЕ) = а5 + г,т| + дС. 



Если бы мы поступили съ уравнен1яни (98) цодобиннъ ам обра- 
80иъ послФ переиножен1я ихъ, не на Хд,, х^, X,, но на {а,,, {1.^, рь,, то- 
получили бы второе тъ нижеприведеинвхъ равенствъ (112), а- 
если бы помножили на у^., у^, V,, то получили бы третье изъ ниxъ^ 



Ь сов (й)Е) = а1 + Гхт] + дС 
Ь сов (шх) = г? + Ьт) + 2?1С 
й) С08(п 2)= ^1? +рг1 + с: 



(112) 



Зд*сь л, &, с,/?,]р1, д, ф1, г, Г1 им*ютъ сл'Ьдующ1я значешя: 





" '■^ (й ^ *-» (й ^ *•' л 






* Н-« еГ* + »^ <й + 1*' (Г< 


• 




(?>>« (:^V« сГV|^ 






^^ ^' аь + ^ (Г< + ^' й< 






^ ^' й< ^ ^» <Й ^ ' сИ 


► 


■■ .п.- 


ЛКх , <^'» , <^''* 
'^ >*« й< + !*» <И + 1** (Г< 

• 




1 г ■' 




■ « . 


■ 


?' = ^« ег^ + ^"3? + ^' аг 


» - : 1 Т 

I 


■ • ' 


Гг—к, ^^ -^ Ау ^^ +л, ^^ 


1 • ■ . ■.;'.■ 
■ { 



(ИЗ) 



^ 



11-1&Л9. 
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Ваявъ производння по < отъ равенствъ (56), ш на1де1Ъ, что 
, Ьу с равны нулю; взявъ же производння отъ равенствъ {Ы)^ 
на1денъ. что: 

■ 

Р +Р1 = 0, дг + 51 = О, г + Г1 = О, 

а потопу про8БЦ1И вращательннхъ скороете! точекъ твердаго т^а 
п ,0|еж координатъ, неизнФнпо евязакпня съ нихъ, выражаются 
елФдующпми фориуламн: 

^'\/ ' . й) С08 (й>Е) = дг — гт| I 

й)со8(й)Г) = п — рс 1 (114) 

V* • . 
<^'*'\, ^* ,г ' » С09 (№2) —РЦ—^ 

§ 29. ПроэБщи угловой скорости на оси коордииатъ 
неизж^ино СБязаиныя съ тверднмъ т'Ьломъ. Абсоиды 
мгновешгыхъ осей. 

Я' Такъ какъ равенства (114) вполн'Ь подобны равенстваиъ (96), 
то изъ ннхъ мы выведемъ подобнымъ же образоиъ какъ н изъ т'Ьхъ: 

что уравнешя мгновенной оси въ относительныхъ коорди- 
патахъ суть: 

е 






С-41 



^=^=^- (115) 



г' ' ''■'.'■ 

_- » .1 .• ■'■■ .1 
:., - ^ 



м что величина угловой скорости равна 



^' Для того, чтобы уб^Ьдиться въ тождественности этой мгновенной 
оси и этой угловой скорости съ т'Ьми, который опред^яются величи- 
нами Р, ^, и В, мы выведемъ соотношеше между Р,^^ Ви р^ д,, г. 
Въ равенствахъ (113) мы зам^Ьнимъ производный отъ коси- 
пусовъ ихъ выражен1ями (104), вслФдств1е чего первое изъ зтихъ 
равенствъ получитъ слФдующхй видъ: 

Р = Р{ъ'^в — ^жУу) -Ь ^ ([А^у-, — ^xа^Vж) + В (^АxVу — [АуУд.); 
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ъъ силу хв' рауецстть (60) нн о^юда оод|ч»ъ: 

л 

Такпъ обрааонъ мы додучинъ сд4дующ1« равеветва 



д=^Рр.^+Я\1^-^В^:\ • (11в) 



которня внрахаютъ, что: 



1) = 2со8(2Е); д = есо8(вГ); г = 2со8(22), . . (117) 
а отюда аЛмуеп, 1то: = - 



Сл1^довательно ^/^, г суть проэкцш угловой скороети 9 на оси 
г, X, 2 неизм^Ьнно связанныя съ вращающимся твврднмъ т^Ьлоиъ. 
Понятно, что Р, ^^ в иогутъ быть выражены въ р, д^ г ташжъ 
образонъ 

Я = л1^ + д.\н + гу»9 .V (118) 

^ Въ параграф^Ь 27-нъ было показано, что длины, изображаю- 
Щ1Я угловыя скорости й^ф^^ж\э\ инЪюгг так1Я величины и на- 
правления, что изъ длинъ равныхъ и параллельныхъ инъ можно 
«оставить замкнутый четыреугольникъ; изъ этого сл^дуе'Гъ, ч1:о 
про8кц1я 9 на всякое направлеше равна сумм'Ь нроэкщй на то же 
направлен1е длинъ ф^ ^ж\ д'; провктируя ати длины на нанравлешя 
осей &, X, 2 и им'Ья въ виду, что ^ направлена но ^, (м/— по 
2!^ а в'— по 2^ мы получимъ: 
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р = ав' сс»8 (ДЗ) +ф соа (-ЛГ,^) 
} = ж' С08 (^,Т) +^ сое (2У,Г) 
^ = лс'со8(^г,2)^-д'; 



(1-2^ 



€€лж же принять во внимаше, что: 



сое (^,Е) = — %\лфстд\ С08 (2^,Г) = 81П фт1 э 

С08 (^,2) = 81П д, С08 (Л^,Г) = сов Э, 

то получимъ слФдующ1я выражешя про9кц1й УГЛОВОЙ скоростгна 
оеж координатъ, неизи'Ьнно евязанння съ тверднмъ тФломъ, въ 
4>7вкц1яхъ угловъ фуЖ^9 и ихъ производныхъ по вреиеви: 



. 


Р 


^ { 




< 


й 


> ' ' 






Г 


'■ И' 





Ж^ 81П ф С08 а + ^'зШ 9 
Ж 8т ф%т9-\- ф 008 9 

(ж:' С08 ^ + д' 



(119) 



П БромФ всЬхъ этихъ выражешй и формулъ, которня понадобятся 
яаю, какъ въ кинематической части, такъ и въ динаиик^Ь твердаго 
т^Ьха, наиъ надобны будутъ внражен1я производныхъ по времени отъ 
восинусовъ Х^., (А'х, • • • * V^ въ функщяхъ величинъ ^, 9, г; эти 
выражешя получатся ияъ равенствъ (104), если загЬнимъ въ нихъ 
Р, в, Д ихъ выражешями въ р, ?> ^ (118) и зат4мъ восполь- 
зуемся равенствами (60); тогда получимъ: 



(До; 






Если изв^Ьстны функц1и^ внражающ1я законъ изм'Ьнешя угловъ 
Л^ж,9 еъ течешемъ времени, то выражешя (119) даютъ|>, ^^г 



— 106 

для важдаго момента врейешг; сл^Ьдовательно мя им^Ьемъ возмож- 
ность опред'Ьлить въ каждвй момедтъ временм направлеше мгно- 
венной оеи по отношен!!) къ осямъ Е^ Г, 2, то есть ноложете ея 
внутри самаго движущагося т'Ьла. 

Такъ, въ прим'Ьр'Ь 15^мъ, гд* д5' = о, ж' = ш, 5' = а>1: 

^ =г .^ (О $1П а С08 <1>1^; д = О) 8Ш а ЯП <01<; Г = «008вс4-®1, 

то есть проэквдя угловой скорости на ось 2 им-Ьеть постоянную величнв у» 
равво какъ и проэкщя ея: 



на плоскость 5Т; поэтому угловая скорость постоянна (какъ бйдо уже по- 
казано при разсмотр'{;н1и этого прин'^^ра въ § 27); она составляетъ съ осю 
2 постоянный уголь, косинусъ и синусъ котораго равны: 



со8(^2)=^:^^^^|±^; МП (02)=^ 



а такъ какъ ^ вш (2^') = ш^зЬа и притомъ а = (2%) то: М\' - 3^ ^ , 

81п (2ГЙ) _ 81п (^2Т) __ зЫ (62 ) Г19<^ 



Эти равенства оанач^Е^тъ, лтр длины, изображаюлця угловыя скорости 
О), ш^, б, им']^нутъ так1я величины и направлен1я, что, изъ линхй равныхъ в 
параллельныхъ имъ, можно построить замкнутый треугольникъ, въ кото- 
ромъ длинамъ ш, ш^ й противолежатъ углы: 22, 2^', 2^2; следовательно, 
если мы по оси Е^ отъ точки Ю отложимъ длину Юа (черт. 47), изобра- 
жающую угловую скорость ш, изъ точки а проведемъ длину аЛ равную 
и параллельную длин'Ь ТОа^ отложенной отъ точки Ю по оси 2 и изобра- 
жающей угловую скорость «0^, то, соединивъ точку Ю съ точкою Л^ иолу- 
чимъ длину ЮА, изображающую величину и направлеше угловой скорости 
й; это означаетъ также, что ЮА = й есть д!агональ параллелограмма, по- 
строеннаго на сторонахъ Юа = (й и Юа1 = ш^, какъ и было доказано уже 
въ параграф'Ь 27-мъ. 

Мы уже знаемъ, что мгновенная ось въ движён1и зтоп) прюН^ не- 
прерывно изм^^няетъ свое пояожеше въ п1»остравств'1^, пртгаейъ описывает 
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вовруп оси 2, прямой ковусъ, производящ1я котораго наклонены къ оси 
лодъ постоявннмъ угломъ: (22); теперь, внражев1я р, ^ ж г показнваютц 
что мгновенная ось непрернвво иам^няетъ свое лоложевхе также и внутри 
тверхаго т^^ описнвая внутри его другой круговой конусъ, производящгя 
котораго составляютъ съ осью 2 постоянный уголъ (02); плоскость, про- 
веденная черевъ ось 2 и мгновевную ось (и заключающая въ себ^ также 
ось^О) составляетъ съ осью 2 уголъ ^с — 8 = 1с — ш^^, ова вращается внутри 
т1^ вокругъ оси 2 съ угловой скоростью ( — «»1) или вокругъ продолжеви 
оси 2 съ угловой скоростью ш^. 

^^ . Такъ вакъ эти конусы воспроизводятся пояожешями мгновенной 
оеж въ пространств'Ь и внутри двнжущагося тФла, то нхъ называютъ 
осевыми поверхностями или анс(Алдами (ахо1де8). Одннъ изъ нихъ, 
акеаидъ неподвижный^ такъ сказать ветерчивается въ пространг 
ств1ь мгновенною осью, непрерывно изм'Ьняющею свое положеше въ 
пространств'Ь; другой — аксоидъ подвиоюный^ движется вм'ЬсгЬ съ 
твердымъ т^Ьломъ, съ которымъ онъ неизменно связанъ, и вычер- 
чивается въ ттьлть мгновенною осью, непрерывно изменяющею свое 
положен1е въ т'Ьл'Ь или по отношешю къ осямъ В, Г, 2. Так1е 
аксоиды вычерчиваются мгновенною осью во всякоиъ вращатель- 
номъ движеши твердаго т'Ьла, а въ прим'Ьр'Ь 15-мъ они суть 
прямыя круговня коническ1я поверхности, какъ сказано выше. 

Въ этомъ параграф'Ь мы ограничимся разсмотр'Ьн1емъ взаим- 
наго П0Л0Ж6Н1Я аксоидовъ для вращательныхъ движенШ твердаго 
т1ла, приведенныхъ въ прим'Ьр'Ь 15-мъ. 

Такъ какъ въ этихъ случаяхъ аксоиды суть круговые конусы и уголъ 
а = (2Г2) (черт. 47) между осями ихъ равенъ (^умн*! угловъ р = (^'2) 
и («—§) = (22), подъ которыми • производящ1Я конусовъ наклонены къ 
своимъ осямъ, и такое соотношеше между этими углами существуетъ во 
ВСЯК1Й моментъ движен1л твердаго гк1а, то мы вправ^^ заключить, что, 
во ВСЯК1Й [моментъ движешя, подвижный аксоидъ касается неподвижнаго 
по лин1и, служащей мгновенною осью вращающемуся г&1у въ разсматри- 
ваемнй моментъ. 

Изъ этого сл'^Ьдуетъ, (что движете, совершаемое подвижнымъ аксои- 
домъ вм'^ст^ съ твердымъ т^омъ, вращающимся какъ указано въ этомъ 
пртгкрк, есть равном']Ьрное катан1е, безъ скольжетя, по поверхности 
неподвижнаго аксоида; чтобы вполне убгЪдиться въ этомъ, мы будемъ раз- 
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«матрввать вместо саиихъ акооидовь — круги, по хоторнмъ этн аксоидв 
лерес^Ькаются сферою» ин'&ющею цевтръ въ фочв^ Ю ("«ертежи 47 и 48) 
и радаусъ равный единице. Бругъ неподвнжнаго авооида самъ нбподвиакенъ, 
к]г]^етъ цевтръ эа оси Е' ш рад1усъ его равевъ зиф: вругъ подввжнаго 
Авсоида им^Ьетъ цевтръ на оси 2 и радаусъ равный вш (а -г ^); оба кру- 
та касаются другъ друга въ той точв^ въ которой сферу пересйкаетъ 
игновенная ось. Равсмотримъ два положеи1я подвижнаго круга: одно въ 
монентъ ^^, когда подвижный вругъ касается леподввкнаго въ точки. Л^ 
<черт. 48), а ось 2 находится въ положенш 2,^ другое по10ЖСН1е въ ]нь 
ментъ ^2^ когда подвижный кругъ касается неподвнжнаго въ точк']^ А,; 
та же точка подвижнаго круга, которая въ моментъ ^^ была въ поюже- 
вш А,, находится въ моментъ ^^ въ положенш А'^. Легко показать, Ч1М> 
дуга АзА') равна дуг^ А^А^; въ самомъ х^Ш: въ тече&Ш времени {^-^^О 
плоскость, проходящая череаъ оси ^' и 2 и заключаювкая мгновенную 
ось, поворачивается въ цространств:)^ на уголъ равный ш (^,~0. а^этр^д 
есть уголъ А^^'Аз, поэтому: 

дуга Л1 Аз = ш (*2 — *1)8ШР; 

€ъ другой стороны, уголъ, на который поворачивается въ течен1И того же 
времени таже плоскость внутри твердаго гЬла, равенъ ш^ (^з — ^1), а это 
есть уголъ А'12аА„ поэтому: 

дуга А'1А, = «1(^ — ^)81п(«— р); 

изъ равенствъ же (121) сл^дуетъ, что: 

• ' ■ - 

о)8Шр = о>18Ш(а — р), 
поэтому: 

дуга А'1Л2 = дуг* Л1Л2. 

Такъ какъ показанное справедливо дш всякаго промежутка времени 
(^, ^^,), какъ бы малъ иди веливъ онъ ни бьиъ, то движете подвиж- 
наго круга есть ни что иное, кавъ катан1е его, безъ свольжешя, по кру» 
гу неподвижному. 

Движен1я, ооред']Ьляеыыя въ прии']Ьр^ 15-мъ, могутъ разнообразиться 
тЬмъ, что углы а, р и (а— ^) могутъ быть огтрыии или тупыми: 

1) На чертежахъ 47 и 48 И80(^ажены а^икЬидн для г]^хъ случаевь, 
когда вс^^ три угла а, ^, (а — р) острые. Такое вращательное движете 
еовершаетъ удлиненное а^ло вращен1я однородной плотности, вращаясь 
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по инерш вокругъ своего центра тяжести, ирнчемъ ось симметр1я гкЕа 
оовпадаегь съ осью 2. 

2) Если угол» (о— Р) равенъ прямому, то подвижный аксоидъ обратится 
лгь пюсвость (черт. 49), которая, им^я точку Ю неподвижною, катится безъ 
сво1ьжен1я по неподвижному конусу; въ этомъ случа'Ь равенства (121) при* 
жуть СЕ'Муюпрй видъ: 



О) 



1 = а)8шР; 2 = 0)008?. 



Такое движен1е совершаетъ круглый дискъ, опирающШся своимъ цен- 
тромъ на шпиль СЮ^ поставленный на горизонтальной ллоскости, когда 
ояъ катается по этой плоскости безъ скольжен1я; наблюдатель, сиотря- 
лцй сверху на движущ1йся такикъ образомъ дискъ, у^^дить, что точка 
В (черт. 49 и 58) прикосновешя диска къ горизонтальной плоскости пе- 
ремещается въ сторону означенную оперенною строкою по окружнс^^ 
сти ВВ^В^ (черт. 63), им']&ющей центръ въ точк* С, причемъ радхусъ 
векторъ СВ им4етъ угловую скорость в> вокругъ оси СЮ2'; кром* того 
наблюдателю будетъ казаться, что дискъ поворачивается въ своей пло- 
скости въ ту же сторону, такъ что, по совершеши точкою прикосновешя 
даска съ плоскостью одного полнаго оборота по окружности ВВ^В^^ ра- 
даусь векторъ ЮВ диска приметь положен1е ЮВ^^ по совершеши двухъ 
оборотовъ-положеше ЮВ" и т. д. 

Это кажущееся вращен1е диска въ своей плоскости, совершающееся 
въ сторону противоположную вращетю диска вокругъ его оси спммет- 
р1и /02 (совершающемуся съ угловою скоростью ^л^ въ сторону, ознаг 
ченную на черт. 53 неопереннымп стр-Ьлками), объясняется разностью 
угловыхъ скоростей со и 0)^, или, что-тоже самое, избыткомъ длины окруж- 
ности диска надъ окружностью круга ВВ^В^\ въ самомъ дЬ.тЬ, въ то 
время, въ которое радтусъ векторъ СВ совершить, съ угловою скоростью 
ш, полный оборотъ на 360° или на 21г, рад1усп> векторъ ЮВ, вм4сгЬ съ 
дискомъ повернется вокругъ оси /02, съ угловою скоростью (о^, на уголъ 
мзм']Ьряемый дугою В^В' и равный 360°81п^ или 2тс8ш^; наблюдателю же 
будетъ казаться, что рад1усъ ЮВ и весь дискъ повернулся въ противопо^ 
южную сторону на уголъ ВЮВ' равный разности: 

21Г 21Г 8Ш р 

м это кажущееся вращен1е будетъ им^ть угловую скорость равную раз- 
ности угловыхъ скоростей ш и ш^: 



и) 



— ш, = 0) — Ф8Щр =.2«^ ^^^\1 — 2 ) • 
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Ч^Ьнъ ближе уголъ ^ къ 90^ (см. черт* 50), т'Ьмъ медленн'Ье будетъ это 
кажущееся вращеше; такое движен1е совершаетъ медаяь или монета при- 
веденная на стод']^ въ быстрое вращательное движеше около одного изъ 
ювоихъ д1аметровъ, когда вращеше ея ослаб'1Ьетъ на столько, что продолжая 
кружится, она становится все бол^е и болЬе горизонтальною. 

3) Если уголъ (а — р) бол^е прямаго угла, то аксоидн прннимаютъ 
видъ, изображенный на черт. 51; такое вращательное движете совершаетъ 
но инерщи сплющенное т'к[0 вращен1я однородной плотности, вращаясь 
вокругъ своего центра инерщи, причемъ ось симметр1и т'&жа совпадаетъ 
€ъ продолжен1емъ ЮЦ& оси 2. 

4) Если уголъ р тупой, а уголъ (о — р) острый, то аксоиды им'Ьютъвидъ, 
изображенный на чертеж:)^ 52; такое вращательное движете совершаетъ 
земля, всл'1^дств1е суточнаго вращенЦ вокругъ / ея оси и прецессш (пред- 
варетя равноденстщй); въ этомъ частномъ случать ЮЕ' есть ось эклип- 
тики, направленная къ с']^верному полюсу ея, ^0 — центръ земли, ^02■ — 
ось земли, то есть та половина ея, которая направлена къ южному по- 
люсу; еслибы не было прецессии, то ось ЮЪ сохраняла бы неиам'Ьнное 
направлен1е въ пространств']^ въ дМствительности ^же земная ось пере- 
м']^щается въ пространстве, образуя ось цодвижнаго конуса, им^ющаго 
весьма малый уголъ (а-— р) и катящагося по неподвижному конусу, имею- 
щему уголъ Е'ЮА = а = 180° — 2Ъ^27'17'' ^ЬЬ *). Подвижный конусъ ка- 
тится по неподвижному, всле,дств1е чего плоскость 27](Ж совершаетъ пре- 
цесс1ю въ сторону означенную (на черт. 52) оперенною стрелкою; это на- 
правлен1е противоположно годовому движетю солнца по эклиптике, кото- 
рое совершается справа на л^во для наблюдателя, расположеннаго по 
положительной оси Ю2' эклиптики. 

Предвареше равноденств1й составляетъ 50^,259*2 **) въ годъ или 
0"Д37229 (въ дуге) въ звездныя сутки; ш, есть угловая скорость суточнаго 
вращен1я земли, поэтому угловая скорость прецесс1и равна: 

_ 0,137229 
**^ ~ ^1 360.60.60 • 

Уголъ а между осями равенъ 180®— 23^27'17'',55. Уголъ (а— ^) определится 
по формуле (121): 



*) Въ действительности наыовев1е оси эклиптики къ земной оси изнендет- 
ся съ течешёкъ времени, такъ что приведенння п тексте цифрн внражаютъ 
величину этого угла въ некоторый моментъ 1880 года. 

**) Прецесс1а также изменяется съ течешемъ времени; цифрн, приведен- 
вня въ текстЬ, относятся къ некоторому момент)^ 1880 года. 



— 111 — 

81П (Д — Э) 8ШР 

вь которой, по чрезвычайной маюсти угла (а — р), мы можемъ заменить 
мпчнну зшр величиною 81па, поэтому: 

8т (а — р) = (« — р)" вт 1" = ■^!™§ зт 23''27'17",65; 

отсюда ш находимъ: 

(а -- р)"= 2:1^^8111 23°27'17",55 == 0",00869. 

Этотъ уголъ наста1ько мадъ, что на поверхности земли ему соотв^^т- 
спгуетъ дуга въ 27 сантиметровъ длины; полный оборотъ оси 2 вокругь 
оеи №1жптнки?совершается въ 25868 л^Ьтъ. 

§ 30. Аесонды. Годографы угловыхъ скоростей. 
Подвижный аБСоидъ катится по неподвижному. 

Для веякаго вращательнаго движетл вокругь ненодвижной 
точш, извЪстнаго настолько, что углы ф^жЕэ выражены извест- 
ными намъ функц1яии времени, можемъ составить уравнен1е непо- 
движнаго аксонда,если нсклютамъ время изъ слФдующихъ уравнешв. ^^ . х^^^! 
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9^совж^пф — ф' зтж 9'^тж^шф + ф' со^ж ^'соз^+ж' >\*^"/ 

модобнымъ «е образомъ нолучимъ уравнеше подвижнаго авсоида 
въ относнтельныхъ координатахъ, исключивъ время изъ равенствъ. 

? ^ 5 = ^ (\9Ч) 

— ж^со^двшф +ф' тп9 ж'^ш9шф + ф' С08 д ж'со8^+а' Л^ "•'/ 

Мы займемся, теперь разсмотр'Ьнхемъ соотношен1Я, существую- 
нцию между обоммж авсоидами. 

Оба авсоида суть воничесшя поверхности, им'Ьющхя общую вер- 
шину м, въ каждое мгновенхе, общую производящую — мгновенную 
осц одмнъ изъ авсоидовъ неподвиженъ, другой, будучи неизменно 
евязаннымъ съ твердымъ гЬломъ, вращается вмФсгЬ съ нимъ вокругь 
точки УО, нрнчемъ производящхя его приходятъ, последовательнымь 
обравомъ, въ совпаден1е съ производящими аксонда ненодвижнаго. 
-■■■ ДвЪ моничесв1Я поверхности, имФющ1я общую вершину м ебщую 
нрониодящую, могутъ, или перес1кБаться^ или касаться по вей; 



мы докаженъ, что для авсокдо&ъ имФетъ мФсто последнее, то ееть^ 
что касательная плосбость, проведенная еъ одному изъ аЕсоидовъ 
черезъ общую ихъ производящую, насательна въ тоже время щ 
ЕЪ другому. 

Такимъ образомъ подвижный аксеидъ еовершаетъ овсе двм- 
жен1е по неподвижному; но движете данной Еоничесвой поверх- 
ноетИу имеющей неподвижную вершину, по другой данной непо- 
движной коничеоБой поверхности, имеющей вершину въ той же' 
точЕ^, можетъ быть весьма разнообразно. 

Если мы отложимъ отъ вершины Еонусовъ, по общей ихъ произ* 
водящей, длину равную единице м будемъ сравнивать между собою^ 
пдощадр поверхностей, рписанныхъ этою длиною въ течеши одного и 
того же времеди на о6Ью.ъ поверхностяхъ, то, смотря по, род; 
движен1я одной поверхности по другой, можемъ получить весьма 
различный величины для отношешя между этими площадями. 

Можетъ оказаться, что площадь^ описанная на подвижномъ Бону- 
се, равна нулю, площадь же, описанная въ то же время на^^одвиж* 
номъ Еонус^Ь, имФетъ н'Ькоторую конечную величину; это поБаакетъ^ 
что подвижный Еонуеъ екользитъ одною изъ своихъ производящм}^1^ 
по конусу неподвижному, а потому такое движен1е называется 
скольженгемъ подвижной конической поверхности по неподвижной! 

Можетъ оказаться, что площадь, описанная въ течеши всякаго про!- 
межутка времени на неподвижномъ конусЬ, равна площади, описанной 
въ то же время на подвижномъ конусЬ; такое движенхе называется 
капштемъ безъ екалыисенъя подвижиаро конуса по немодвижяому 

Если же площадь, описанная на подвижномъ конус^Ь, менДе^ 
или болФе площади, опиеаяиой на неподвиамонъ конусЬ, 1^ ка- 
таше одного конуса по другому сопровождается е&01ьжен1^мг. 

Мы докажемъ, что движете подвижнаго аксоида по нею- 
движному есть катанге безъ скольашенгя. 

Такимъ образомъ соотношен1е между обоими аксоидами Ё11)^а^ 
жается следующею теоремою, предложенною Пуаяео (Ро111|м>« 

Всякое вращательное движете твердаго т^ вокругь непо- 
движной точки есть катанхе беэъ свольжен1я н*ЬБОТорой котпеввой 
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повериоети, неизмАнно связанно! съ гЬшнъ (нодвяжнаго акеонда), ^ 
но неподвижно! коннческо! новерхнобти (неподвнжнону акеонду); ^ 
верншны обАнхъ поверхносте! находятся въ неподвижно! точв^. ^ 

Дхд д(яшате1ьства это! теореин ин разснотрннъ двнжен1е друтъ 
подругу Двухъ кривы хъ: одно!, находяще!сд на подвижнонъ, дру- 
го!у— на неподвижнонъ авсондф; эти вривЕШ описываются на 
аксоидахъ точкою А^ находящеюся на концЪ дяины, избражающе! 
умовую скорость &; онФ названы Сомовыиъ годографами угла- 
ыЛ скорости. 

Мы назовеиъ кривую, описываеиую точкою Л на неподвияшоиъ 
аксонд'Ь — неподеиоюнымъ^ а кривую, описываоиую еюнаподвиж- 
но^ъ аксондФ — подвио9снымъ годографом угловой скорости. 

Мы покажеиъ какъ составить уравнешя этихъ кривыхъ лин!! 
я нанишеиъ выражешя косинусовъ угловъ, составляеныхъ каса- 
теяьныни къ нииъ въ обще! ииъ точк^^ Л^ и выражен1я длинъ дугъ^ 
лробФгаеныхъ точкою А по обониъ годографаиъ въ течеши безко- 
иечно-налаго вренени Л1\ зат'Ьнъ иы докажемъ, что оба годографа 
лр^ютъ въ обще! точк'Ь общую касательную и что длины дугъ, 
пробФгаеныхъ точкою Л по обониъ годографаиъ, равны. 

Абсолютный координаты точки А равны про9кц1яиъ на оси X, 
У, 2 длины, изображающе! угловую скорость; поэтоиу, если иы 
разд^клииъ Р, в, Б на единицу углово! скорости и поиножииъ 
ихъ на единицу длины, т. е. поиножииъ ихъ на произведете: 

(единица вренени). (единица длины), 

которое иы изобразииъ для краткости такъ: вд^ то получвиъ абсо- 
лютный координаты точки А: 

X = Рвд = вд{э^ со^ж^тф — ф^ Шкж) \ <*>^-^< 



. . (124) 



У = дед=^ед{9' т^жзтф + ф^ аовж) 
^ = Евд=^вд{э^совф + ж') 

Углы фу ж Е э суть функц1и вренени, равно какъ и произ- 
водный ихъ: ф\ж\э'; чтобы получить координаты абсолютныхъ 
положен!! ^1, А2у А^^. . . . точки А въ иоиенты ^, ^з, и^ . . . иы 
должны, въ фориулахъ 124, придать { эти значешя. 

8 






?'• • ■ ^.\'' 



||>^0 
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Если кяшмять время <изъ равенетвъ (124), то полутамъ два 
уршнепя кривой лянш» оииснв^еио! въ проетранетв'! бочкою Л; 
дФО и будугь уравнени иеподвижнаго годографа умовоВ скорости. 

Въ теченш безвонечно-иалаго времени (2^ точка Ау ииАвшая 
въ моментъ Ь абеолютння координаты х^ у^ я^ переместится по 
неподвижному годографу на длину йв^ проекщи которой на не- 
нодвижння осв координатъ равин: 

их = ^д.-^ Л1\ йу = ед. -^Л1\Лг = вд. -^ Л; . . (125) 
И8Ъ этого сл*дувтъ: 

йв = вд ]/{Р? + {ЯУ +{т'Ж • • . . . (126) 

косинусы угловъ, составляеиыхъ съ осяии X, У, 2^ касательно!) 
къ неподвижному годографу въ точк^^ Л, равны: 



С08(Т,Х) = ^ = ^ 



С08 



К-'-^^ ) — Ло — ТР 



й8 ТГ 



со8(ад=§=^ 



(127) 



здЪсь входить знакъ ТГ, которымъ ми означили слФдующЛ корень: 



знакъ же Т означаетъ направлеше касательной, проведенной въ 
сторону движен1я точки А по неподвижноиу годографу изъ той 
точки на веиъ, въ которой точка А находится въ моментъ Ь. 

Относител&ныя координаты точки А равны проэБЩямъ длины^ 
изображающей угловую скорость, Ш оси 5, Т, 2, позтому: 



з>" -«. I, ,у),^, • 



с. 






6 = вд.р = вд . ( — ж^втфсо^д +^' вшэ) 
С = ^.г = в^.( ж' со^ ф + д') 



. . (128) 



и-з^. 
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{у 1|^С ЦП огаоепельння «оорд1натн точи А для юхента 1\ чтобы 
1М1уить.отп>е1те1ьная тоординатн похожеш! А'^А!\А" , . . . 

|Щ1 ^ въ твердожъ тЬя* въ ноиентн к^Ь^^и , надо 

држдать времеи <, заключающемуся въ ^, ж, 9, ф\ ж^, э\ тл 

Ееля яевлючять время Ь жгъ равенетвъ (128), то получммъ 
два урав1ен1Я (въ относительннхъ координатахъ) кривой лиши, 
юомбнваемой точкою А въ твердонъ тФл^Ь; это и ((удутъ урав- 
ШЕк подввжнаго годографа въ относительннхъ координатахъ. 
- Въ теченш беаконечао-иалаго времени М^ точка ^, им:Ьвшая въ 
момнтъ I относительный координаты (, т), С, переместится но нодвиж- 
дому годографу на длину йо^ про»кц1и котор^ на оси &, Г, 2 равны: 

<й = ^^.^ (й; (^тг) = ^Л -^ (Й; е^С = л?. -^ (г^; . . . (129) 

М9Ъ этого сл'Ьдуетъ, что длина йо равна: 

(Ла =вд.^^оси^ (130) 

гдЪ временно введено обо8начен1е: 



"'/т'+т+т-' 



косщнусы угловъ, составляемыхъ касательною къ подвижному годо- 
графу ВЪ точк'Ь ((, У), С) съ осями Е, Т^ 2, равны: 



5 * ИеО Ь/^/ ^ 



С08 (х,а) = -;^;- = ^ '•—••;, 

I * I я 



«»('.'^)=*=^ 



««('.«»=-^=^, 



(131) 









гдФ X оаначаетъ нанравлен1е касательной, проведенной въ сторону 
двмжешя точки А по подвижному годографу изъ той точки на 
яемъ, въ которой точка А находится въ моментъ I. 



\-Ьо^ 



не — 



Для того, чтобы определять ооотношеше жьжк^^щашш^^зш 
Ла и меяБду направдешямк Т и т, дроведеднцни чер^аъ общро< 
точку годогра»фовъ, мы должны наДтн зЭ'Вжаимоот^. м^хду ваш-^ 

Для этого возыемъ проЕЗводныя по времени отъ обЪихъ чаотеИ 
равенетвъ (118); нервов изъ нихъ даетъ: 

вместо X '^, [1 '^, V '^ и прочихъ подобныхъ пронзводшдъ, мы ПОД(»аг- 
новимъ ихъ в&ражешя (1 20), тогда получимъ слФдующтя равенства: 



9 • • .^1«1а^ 



ИЗЪ Боторыхъ, на основан1и нзвФетныкъ свойетвъ восинусовъ Хд., . . - 
V,, получимъ: 



И")' + (яГ + {ВГ = (рГ + («О' + (гТ, 



.» ! 



то есть Т7=^го\ мы условимся означать эти равные другъ другую 
корни знакомъ 2 съ точкою на верху, такъ: 

Легко теперь видеть, что изъ равенетвъ (126), (130), (133} 
сл-Ьдуетъ: 

й8 = вдйт = йо (134) 

и что изъ равенетвъ (132), (127), (131) можно составить ел*- 
дующ1я равенства: 

сов (Т,Х) = С08 (т,2)Х^ + С08 ('г,Т){1^ 4* С08 (т,2)у^ = ео8 (т,Х> 
л также: 



— 117 — 

С08(Т,У) = С0в(т,У) 

со8(Г,20 = сов(т,;?) 

Поел^дш! трж равенства вяражаютъ, что направдетя Тж т сов- 
щдаютъ, то есть, что о<(а годографа им^ютъ въ точкФ А общую 
касательную. 

Равенство (184) виражаеть, что точка крикосноветя перемЪ- 
-1Цает(М[ въ течен11 безконечно налаго врененн на такую же длину дуги 
^ двнжущенусл годографу, на какую перев^щается по годографу 
яеподвнжнону; тоже самое справедливо для всякаго прожежутка 
врекеня конечной продолжительности, потожу что жаъ равенства (1 34) 
ЯШ жожежъ получить интегрировашежъ въ предЪлахъ ЬхжЬ^х 

8а — 51=в(? / Й(Й = оа — 01 .... (135) 

Ип всего сказаннаго слФдуетъ, что при вращен1и тЪла подвнж- ^ 
нвй годографъ катится беэъ скольжешя по неподвижножу; а такъ '? 
жакънослАдняя кривая находится на поверхности неподвижнаго аксо- 
1ца, а первая на поверхности подвижнаго, то легко понять, что под- ^ 
вжжннй аксоидъ катится безъ скольжен1я по неподвижножу аксоиду. ^ 

Приводя это доказательство, жн не упожинали вовсе о тЪхъ слу- 
чаяхъ, когда годографы иж'Ьютъ точки изложа, а аксоидн— ребра 
жвложа; по отпошен1Ю къ такииъ точкажъ и ребражъ должно быть 
ед'Ьлано особое изслФдован1е; не входя въ эти подробности, жн ука- 
«ежъ только на и^ккоторне приж'Ьрн, въ которнхъ поверхности ак- 
мидовъ игЬютъ изложъ по н'Ькоторнжъ изъ своихъ производящихъ. 

Бъ числу такихъ движен1й относится движен1е твердаго тЬла, 
шизж'Ьнно связаннаго съ пиражидою, вершина которой неподвижна, 
« боковая поверхность катится безъ скольжешя по неподвижной 
длоскости, заключающей эту вершину; въ этихъ случаяхъ жгновен- 
яая ось жзжЪняетъ свое положеше сл^Ьдующижъ образожъ: пиражида 
вращается вокругъ одного изъ своихъ реберъ ЮА\ пока грань ея 
ЛЛ^ (черт. 54) не совпадетъ съ неподвижною плоскостью; въ 
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этотъ номентъ мгновенвад ^сь, еовпадавйая съ ребромъ ЮАг^ пере- 
ходить, въ одно ]1гвовен1е, въ положеувхе ЮА^ и остается въ ненъ,. 
пока пирамида вращается вокрутъ ребра ЮА\ совпавшаго съ на- 
цравлешежъ ЮЛ^^ ,а 9то продолжается до т%^ъ порг, пока грань 
А!^ЮА^^[ пе сош'Ьстж'СОв съ пеподвижнощ плоо^осты); такъ продол- 
жается и дал!ке. Подобннмъ же образоиъ пирамида можетъ катиться 
безъ схолмкещ по другой децодвижнцй цирацдд^Ь (черт. 55). Въ: 
атдхъ сдуч2цхъ мгновешщ ос1ь иамФняетъ свое подожеше толчкажи^ 
описывая игдовен щ) конечщця. углы; цежд; такими толчками ова< 
сохр#няет> пеизм&нное на1фавдеще, 

Сторо^щ , пирамидъ могутъ бить ие плоская, а коническщ, Д1|][- 
грапные ш углн при соотвЪтственвэдъ ре(^хз» ЮА! и ЮА^^ ЮА1^ 

и 20^2, могутъ быть взаиино дополняющими другъ друга^ 

до четнрехъ прямыхъ, тогда движен1е тФла будетъ происходить^ 
плавно и мгновенная ось будетъ изменять свое положеше въ простран- 
стве и въ твердомъ т'Ьл'Ь постепенно безъ скачковъ, хотя аксоидн 
будутъ имЬть поверхности црелоцледння по д^Ькоторнм'^ проивво- 
дав(имъ, т. е. до ребрамъ ЮА%у ЮА^% • . . • Ю^^ ЮА!\ . и ,• - 

Въ наршрраф^ 27 ми соспюияи уратен^е нбнеявшкМАго акооод^ джк 
двиавен]я Гухова шарнжра (орнифръ 16); ооставинъ 1»в^>ь урмгден^^^И 
ооредФдимъ вндъ кодвижнаго аксоядц. : ?; 

Тарь какъ въ атомъ случае ^^4 ^7=0« ир р|и»енсзза (12^) нфуучагь- 
сл-Ьдующй видъ: 



I... 1. х^ у» л ■ц< Ь ^ • ^ 



).]с!^Г.г;л-ГН?/^«*.^^'®***** вронзвсдаую до зремеямютъ обЬихь «1яей равеиства:^ 



■I у 



ИП,«. - -» 



ф ^ агссов (§ц); 



кюучвнъ: 



Ф'=- *' 



•- ^•^'^- ^^ ^А««:^ ,/"1 ' ^^^' 



«««соз^э |/"1 -^ 



. |;ь' 



откуда: 



^'^€Ов*д*в« — ^"оп^асоз^^ =« Д I I. 



1-зо. 



— нэ- 



па ушожвгаи на квядратъ оп ф': 



Чтобн подучить уравнеше аодвижнаго аксоида, надо исклочить изъ 
того равенства и иаъ т^гь равенствъ, которня закгочаютъ координаты (, 
С велчннн ^со8д, ^'8Ш9 и э'\ получимъ: 

Пересечете этой конической поверхности съ новерхностью сферн 
радауса равнаго единице (есш вовьмемъ динш Л9Х аа полярную ось, а 
жюскосгь Х'ЮК за первкЗГ"11 врид1анъ) выразится сх^ющюгь уравне- 



^■ПР^^Т^ 



которое получится изъ уравнен1я аксоида, если въ немъ сд^аемъ: 

$ = 81Пср8Ш<|»; 1Г)г=:С087; С = 8Ш7С08ф. 

Р^шивъ полученное ураввен1е сферической кривой относительно //;11.Т,.' 

Н е' ^' <" • • » ' 
/■ ^.^* •• / 
■)-| € V ^ ' ' 

/ «ч • 

/» ч1 с I 



ми получихъ четыре корня, изъ которыхъ два д1^йствительиые: 



^- 7*, «(' Т/-'*^#»/-Л"^. 

/ ^ '■ ,'г 

. С< ( 






1 _^^ У^1 + 1/1+^8'а8Ш'2ф 

Изъ этого равенства видно, что при из]гЬнен1и угла ^ отъ О до 2», ^ 
колеблется между предками: (р = а и 



91=агс*8 



281п| 



У^ 



СОЗа 



= агс1;8 



\%л 



V' 



С08а 



С08| 



V,'?; 






Такъ какъ соз" ^=--^^-о — бол4е сова, то «р^мен^е а. 



Уго1ъ 7 д&каетея: 



те Зл 

раВНН1Ъ а при ф = 0, о^ ^, -о" 



равяннъ ^4 прн ^ =? т' X 



те Зл 5те 7те. 

=^Г Т Т' Т* 



— 120 — 



, кривая им^^етъ на сфер*]^ центромъ точку Т (черт. 44) и симметрична отво- 
(/.«^^: ' сительно восьми мерид^она^[ьныxъ плоскостей, соотв'1тствующихъ внше- 
указаннымъ угламъ. 

При вращен1н валовъ А и В соч1енен1я (черт. 45), неружная вони- 
чеокая поверхность, неизменно связанная съ крестообразнымъ шарниромъ, 
катится по внутренней неподвижной конической поверхности, уравнете 
которой было выведено^ въ параграф:! 27-мъ. 

§ 31. СЕорости точвЕЪ твердаго тЬлЛу движущагося 
Еакъ^бн то ни было. 

Если т^Ьло движется не поступательно и точка Ю не находится 
въ поЕо1^, то проэвщи, на неподвиакння оси координатъ, скорости 
какой либо точки твердаго тЪла выразятся такинъ образоиъ: 






. (136) 



здФсь буква го означаетъ величину и направлеше скорости точки 
9К твердаго т&Еа, ииФющей отвосительиыя координаты Е, т). С; зваг 
чен1е всФхъ прочихъ сииволовъ— известно. 

Баждое изъ равенствъ (136) заключаетъ по четыре члена во 
второй части; первый членъ есть проэкцхя на одну изъ непод* 
вижныхъ осей координатъ скорости гою точки Ю, т. е.: 



г^к» С08 (г^^Х) = ^; г^^со&(^V^У)= -|^; и)^ сов (м^,о2)=-^; (137) 

суины остальныхъ трехъ членовъ въ каждомъ изъ этихъ равенствъ 
суть тЬ саиыя выражешЯ; который мы преобразовали въ § 23 
(си. фориулы"^); они представляютъ проэкщи на оси У, Х, 71 
той скорости, которую ии'Ьла бы точка ЭЯ ((, т), С) твердаго тЪла, 
«слибы въ разсиатриваеинй монввтъ точка Ю сделалась непод- 
вижною, а вращенхе тФла вокругъ нея продолжалось бн безъ из* 
иФнешя; мы будеиъ эту <»орость называть, по прежнему, 9ращ(Иг 



Ц '*// 
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п1елшсю скоростью течки 9№ ($. т), С) еокругъ точки 10 и со- 
хранммъ прежнее для нея обозначеше №. 

Въ § 2 1 1н указывай на то, что всякое двихеше твердаго гЬла 
ЖЖЕО равенатрнвать хакъ результатъ соединешя двухъ одновренен- 
яихъ проетЫшпъ движеп!!: вращатеяьнаго вокругъ одной мзъ то- 
чекъ его (напр. вокругъ Ю или Л) нпоетунате1ьнаго,общагосъдви- 
жтвкь 8Т0Й точки; теперь мы покаженъ, что скорость V) какой 
либо точки Ш тЪла есть результатъ н*Ькотораго соединешя скоро- 
стей ея въ поступательнонъ и во вращательноиъ движенш Т'Ьла. 

Равенства (136) иогутъ быть представлены подъ сл<Ьдую- 
1Цииъ видоиъ: 



19С08(и^,Х) = ЬОщ С08 {%Ююч^ + Ь) С08 (юД) 
^Ю С08 (|Г, У) = и>^ С08 (к;», У) + Й) С08 (ш, У) 

го со%{и),2) = ьо^ С08 {гсю}^ + 1Р С08 (о>,-^) 



. • (138) 



<ши внражаютЪу что прозкщя скорости «г на каждую изъ осей коорди- 
натъ Ху У, 2у равна сунн'Ь продкц1й, на ту же ось , скорости № точки 9К 
во вращательноиъ движенштЪла вокругъ точкиЮ и скорости ея ги^ъъ 
поступательнонъ движеши тЪла, представляеиоиъ движешеиъ точки Ю. 
Такъ какъ оси X, У, 2 суть три разный, и притоиъ нена- 
ходялцягя въ одной плоскости, направлен1я. то изъ равенствъ (138) 
ваключаемъ, что изъ длинъ равныхъ и параллельныхъ скоростяиъ 
1Г| «^«09 Ь> ножно составить занкнутый треугольникъ. 

Если позтоиу изъ точки 9К (черт. 56) проведеиъ длину ЭКП 
равную и параллельную скорости го^^ а изъ конца ея П проведеиъ 

длину ПТГравную и параллельную скорости Щ то, соединивъ конецъ 

ТГ последней съ точкою 9№, получииъ длину ШТ7, изображающую 
величину и направлеше скорости «г. 

Можно поступить иначе: построить параллелограмъ, ни'Ьющ1Й 

вершиною точку 9ГО, а сторонани — длины 9ЙП и айВ(посл'Ьд- 
Н1Я представляетъ скорость №); д1агональ параллелограниа, про- 
веденная изъ Шу изобразнтъ скорость и^. 
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Такимъ образомъ мы ножекъ сказать ддфдующее относительща 
соединешя скорости го изъ скороете! го^ш )а>: 

^ При йея1самь движенш твердаю т9ьлау полная <;коросшь го 
покой либо точки 9№ ело изфбрааюается дгаиталъю параллело^ 
грамма^ посмроеннаю: на еращатемной ен&рости точки Ш мь 
нругь какой либо другой течки Ю тгьла и на проведенной и» 
тонки Ш длинть, равной и параллельной скорости точки Ю* 



\ 
( 



§ 32. Геометрическое сдожеше и вычнтанхе. 

Геометрическое построен1е, посредствомъ котораго мн подучилм. 
скорость го по скоростямъ го^ и Ь), называется геометрическими 
слооюенгемъ скоростей 14)^ и й); ввиду того, что это Д'Ьйств1е встре- 
чается и прим^^ется весьма часто въ механмк'Ь и что^ при упо- 
треблен1и наддежащихъ терминовъ м обозначея11, изложенхе мне- 
гихъ теоремъ получаетъ желательную сжатость, мы познакомимъ 
читателя съ принятыми для этой ц'Ьли терминами и символами. 

Пусть им^мъ фЪсколько ЛНН1Й конечной длины и опред^^ен- 
ваго направден1я: лишю А^Ах (чсфт. 57Х имеющую направленхе 
отъ А^VъАг н длину 01, линш ^1|^.|^^ мм^^ющую нанраадеше отъ 
А^ къ А^ и дл1^ну Дз, . . . . , наконецъ лишю А^п1ф^^%^ощж^ 
направлаше отъ Л« къ ^'п я длину а^. 

Геометрическою суммою этихъ длмнъ иашваетея лиши ^5^В', 
имеющая такое направлемхе м такую длину Ъ^ что нроекщя «г на 
всякое направлеше равняется сумм'Ь провкцШ на то же направлв«> 
нте длинъ 011 Оз» • .. • • ап. 

Поетроепе величины и ианрав1ен1я>зтой лив1и производится тмгь: 
изъ какой либо точки О врове^емь длину Оах равную и иаралледь-- 
иую АхАх^ изъточи «2 проведемъ длину «16(39 равную : и цараллел]|- 
ную А^А!^ и т. д.; конецъ «„ последней длины, равной и п^фаддел)^- 
ной лиши А^пАп^ соединимъ съ точкою О; лищя Оа^ будетъ равна 
и параллельна геометрическей сумм'Ь лин1Й ах, аг . . . . а» *)• 



*) Многоутолъв1^кь Оа^а^ ИпО ]южетъ бть я не илоскшгь. 
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. Д1Ш1 АгА'и ЛгЛ^, Л^А'^ будутъ геометрычб- 

екшш слагаемыми этой суммы. 

Чтобы означить, что длина и направлонхе Ь есть геометри- 

чаемая сумма дпнъ и направлешй а1па2, а,», оринимаютъ 

сЛдующее обовначен]е: 

Ь = а1+аа + аз+ . • • • +«п, (139) 

которое должно выражать^ что проэвщя длины Ъ на всякое на- 
правлеше равна сумм'Ь проэвц]0 длинъ ох^ аг, . . . . а^ на тоже 
ши1равлен1е; оно зам^^няетъ собою три сл%дующ1я равенства: 

' Ьсо8(Ь»-Х) = а1С08(а1Х)^-Л2С08(а2.Х)+ . . . +ап сов (ап,Х) 
Ьсо8(Ь,30 = а1СО8(а1>)+(12СО8(а2,У)+ . . . +«пС08(ан,У) 

6 сое (6.2) = О! С08 (Оа^) + 02 С08 {а^у2) + . . • +апС08 Оп.^ 

въ которыхъ X, Уу 2 е^п три направлен1я взаимно перпенди- 
кулярныя или даже и неоерпендикулярныя, но не лежащ1Я въ одной 
плоскости. 

Теометричесное вычитанге длины ЛЛ^ изъ длины БВ' ин^Ьетъ 
1^'Ьлью найти такую длину С(Уу нрозкщя которой на какое либо 
нааравлен]е равнялась бы разности проэкцтй на то же направленхе 
длинъ ЛА' и ВВ^; для опред'клешя величины и направлен1Я геоме-- 
трической разности СС\ надо изъ конца В' (черт. 58) геоме- 
трически уменьшаемой длины провести длину В' Лгу равную, оарал- 
лфльную, но прянонротивоноложную геометрически вычитаемой 
длин$ь АА!\ соединивъ точку В съ точкою ^1, получимъ длину 
ВАх равную и параллельную искомой геометрической разности. 

Это дМств1е обозначается сл'Ьдующимъ сииволическимъ ра- 
венствомъ: 

7«Т— о, . (140) 

долженствующимъ выражать, что проэкц1я на всякое направлен1е дли- 
ны с = С(У равна проокц1И, на то же направдеше, длины Ъ = ВВ^ 



И-и- 
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<$взъ про№Ц1и ДЛЕНЫ Л = АЛ'; это равенство зАжйнавтъ собою 
три сл^дующ1я равенства: 

С С08 (с,Х) = Ъ С08 (Ь,Х) — а сов (аД) 
с С08 (с, У) = Ь С08 (й, У) — а соз (а, У) 
с С08 (с,^ = Ь С08 (й,^) — а С08 (а,^) 

Въ вид'Ь прим'Ьнен]я этой тернянолопи и этого обозначенгя 
лы упомяненъ следующее: 

Вместо того, чтобы говорить: «скорость движущейся точки 
«сть д1агональ параллелопипеда, построеннаго на длинахъ карал- 
лельныхъ осяиъ координатъи представляющихъ скорости т! ,у\^> 
(стр. 27), мы ноженъ выразиться такъ: «скорость V есть геоме- 
трическая сумма скоростей о;',/, У >. 

Символическое равенство: 

• .•■■.■■ 
означаетъ, что проэкшя скорости V на всякое направле81е равна 

47ки'Ь дроэкшй скоростей о^^ у\ г^ на тоже самое направлеще. 

Точно также мы моа^емъ сказатц что ]ггловая скорость 8 есть 
геометрическая сумма угловнхъ скоростей ф ж^ ж э'\ это выра- 
жается символически слФдующимъ равёнствоцъ: 

язь котораго мы получимъ и8в^Ь№йБ1Я намъ выражвшя 107, 108, 
109, 119 для Р, ^, 12, р, ^, г; так'Ь, напрШФръ, нро^ктируя на 
ось X и им^я ввиду, что: угловая скороеп ф^ направлена йо 
лиши N (см. чертежъ на стр. 55), угловая скорость ж* по оси 
2^ и э' по оси 2, мы получимъ равенство; 

^ С08 (2,Х) = ф сое (Ы,Х) + ж^ С08 {2\Х) + э' сое (2,Х), 

то есть: 






т2/ши9»С, #у^^Л*/#/-/>« Уу>^<-ДГ^## Т-^^^л^Ф •-^•.♦е^^4 А^^Г»^ ^/г Г г ГА» У? 

/Я. ' \ ^ 

«^>^-4ге/г//#9 А'/> -С//? его* ^ <^^^ ^^<^Л^у Л*М^Ф ^«^^'^ 






ч. 



>&• -Т/' 






■^ОиПГНтЛ! еииг о*пмогп п^^-*^^^ ЫггГЛ^ У^ 1^ К^тг 

21/. -^г^,^//С 



* •* 
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<(бзъ про9КЦ1Е длган а *^ АА^; это равенство зАж^няетъ собою 
три сл'Ьдующ1я равенства: 

с С08 (с,Х) = Ъ С08 (Ь,Х) — а сов (а,Х) 
с С08 (с, У) = Ь С08 (Ь, У) — а соз (а, У) 
с С08 (с,^ = Ь С08 (Ь,^) — а С08 (а,^) 

Въ видФ прим'Ьнен]я этой териинолог1и и этого обозначенхя 
ПН упомяненъ сл'Ь дующее: 

Вместо того, чтобы говорить: «скорость движущейся точке 
«сть д1агональ параллелопипеда, построеннаго на длинахъ парад- 
лельныхъ осямъ координатъи представляющпъ скоростж х\у\в^> 
^ (стр. 27), мы можеиъ выразиться тавъ: «скорость V есть геоме- 
трическая сумма скоростей о;', ^^,^8г'>. 

Символическое равенство: 

означаетъ, что проэкшя скорости V на всякое направлен1е равна 
щт^ проэкшй скоростей о/, ^{щ я^ на тоже самое направлеще. 

Точно также мы моа^емъ свазатц что ]пгловая скорость 8 есть 
геометрическая сумма угловнхъ скоростей ф ж^ 11э^\ это выра- 
жается символически слЪдующимъ равёнствомъ: 

язь котораго мы нолучимъ изв'Ьетныя намъ выражвшя 107^ 108, 
109, 119 для Р, ^^ 12, р, $, г; тавъ, напрммЬръ, проектируя на 
ось X и имЬя ввиду, что: угловая скороеп ф направлена йо 
лиши N (см. чертежъ на стр. 55), угловая скорость ж* по осм 
2^ и э' по оси 2, мы иолучимъ равенство; 

9 С08 (2,Х) = ф сое (Ы,Х) + ж^ С08 (^',Х) + э' со8 (2,Х), 

то есть: 

Р= — ф ^тж + ^ со89*свтд1?. 



1*^ - ^« г 
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Пряндвъ евазанвую терминолопю, мы можемъ внршньсоот* 
ношен1е нежду скоростями го\ Ь>, «с;^ сд'Ьдующими словами: 

Скорость ^о 9сакой бы тони было точки Ш твердаго тньла 
есть геометрическая сумма вращательной скорости точки 
Ш вокрргь другой точки Ю тгьла и скорости «;» послпдней. 

Симвопческое внражеше этого еоотношешя: 






^ ~ ^ю-^-^ 



(141) 



означаетъ, что проэкщя, на всякое направленте, скорости и? рав- 
ЯЯ6ТСЯ сумм'Ь проэкц1й, на тоже направленхе, скоростей и;„ и Ш. 

§ 33. Подробныя внражен1я проэкщд СБорости гг 
нв неподвижныя и подвижныя оси Боординатъ. ^г.<^. ^; 

Символическое равенство весьма удобно по своей краткости к! .</ л/- г^ 
общности, такъ какъ оно служитъ внражешемъ проэкцш скоро-' '^,'^'^,!. / 
оти го на какое угодно направлеше, подвижное или неподвижное;"- ';''';;^' 
но мы приведемъ зд^^сь подробныя выражешя для проэкцШ и; на ^^г;:-,.^^ 
6см Боординатъ X, У, ^, Б, Г, 2. 

Для -проэкщй вращательной скорости № на эти оси мы им^емь [', 
уже готовый выражешя: (96) и (114), проэкцш же скорости и;^ евГ" 
оси г, Г, 2 выражаются тричленами: ^ '■'' ^"" ^' ' ^•л" *.. >'А/=«- 



П08ТОК7 нн пряно пишенъ ,аЪдух>щ1я равенства: 



,■■,->.■■■ ' 

I 17 «'/ ^ > 



= «? С08 (1<?,Х) = Х'го + (^ — ^ю) Я — (у — Ую) -К 



-^ = «; С08 {щ2) = ^^'ю + (у—Ую) Р —(х—Хю) Я 



= и; С08 (и;, У) = у 'ю + (х — Хю) В — (^ег — а») Р 



. . : (142) 



1'/ 



№ С08 («7,Е) = а;'„Х« + У'^^» + я'ю^. + Сз — 1)Г . 
«; С08 (м;,Г) = а;'»11.х + у'»\1, + ^'»1*« + ?«' — ^1» 



. . . . (143) 
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ВеА1^1Н11 Р, д, в, р, $7 г внраясак^тся въ во^жнува^гъ х«^ (I,, 

у« и жх^ прдивводжнхъ поврененй оофор1улааъ(95, 118) 

и въ у глагь ф^ЖуЭШ жхъ кроизводгахъ по формудакъ (107г--109, 
119); это суты1роэкц1И на оси воординатъ угловой екорооти враща** 
тельнаго двилб^н1я т^^а вокругъ точен Ю; угловая екороеть Я изо^ 
бражается длиною, отложенною отъ точен Ю по нанравлешю нгно- 
венной оси, Еанъ указано въ § 26. Мгиоееиная ось есть прямая 
литя, проходящая черезъ точку Ю и череаыпп^ точки ттьла, ера- 
щательныя скорости^ которые равны нулю] полнил скорости 
этихг точет равны и параллельны скорости го^. точки Ю. 

Если нав^^стна скорость У)^ точв^ Ю н вром^Ь того величина 
и нанравлеше угловой скорости 9 вращательнаго двиген1Я тЪла 
вокругъ Юу то можно построить, согласно съ вншесказанднмЪу 
величину и направлен1е скорости го данной точки Ш сл'Ьдующимъ 
образомъ: 

Черезъ точку 3№ и мгновенную ось ^0^ проведемъ плоскость 
АВ (черт. 59) и изъ точви Яй опустимъ перценднвуляръ ШЕ 
на мгновенную ось; зат^Ьмъ мы вычислииъ вращательную сворость 
точки Ш вокругъ Ю по фориул^: 



т 

И изобразимъ ее длиною ЩВ^ нроведенною изъ точви Ш перпен- 
дивулярно въ плосвости АВ и притомъ въ направлен1и сл'Ьва на 
право для наблюдателя, стоящаго ногами въ Ю^ головою— по на- 
правлен1ю Юй^ и смотрящаго на точву Ш2; вромЪ того изъ точви 
Ш проведемъ длину Э№П, равную и параллельную сворости го^. 
Построивъ на сторонахъ ШЛ и ШВ параллелограммъ^ мы прове- 
дейъ изъ точви Ш д1агональ его, воторая и будетъ представлять 
величину и нанравлеше полной сворости V) точви Ш. 

Тавъ вавъ вращательныя сворости точевъ т'Ьла, находящихся 
на одной ЛИН1И параллельной мгновенной оси^ равны и параллельна 
другъ другу, то изъ этого сл4дуетъ что: 
ттки твердаго тп^ла, находящгяся на линги параллельной мгно- 
венной осщ нмгьютг равныя и параллельныя тлныя смрости. 



II '^И. 
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§ 34. Перем^Ьна поллоса вращешя твердаго тЬла. 

Разсмотрпъ теперь, какъ кзн^Ьеятся форнулн (141), (142), 
(148), бел 1Н 8а11кнпъ точку Ю другою точкою Я того же тФла. 

дтж формулы относятся Бъ разложешю движешя твердаго т^Ьла 
на вращательное двжжен1е вокругъ точки Ю и на поступатель- 
ное ДЕНжеше, общее съ двяжешеиъ этой точки. 

Ин условимся называть это ^вможете-- разложеигемъ по 
полюсу Юу подразум'Ьвая оодъ словоиъ ^полюсъ^ ту точку твер- 
д|йю тАла, вокругъ которой мы раэсматрнваемъ вращеше т'Ьла. 

С&корость го^ есть скорость поступательной части, а а— угло- 
вая скорость вращательной части разлооюенгя по полюсу Ю пол- 
ва1Ч) движен1я твердаго гЬла. 

Мы можемъ разложишь тоже самое движете твердаго т^ла 
по другому какому либо полюсу^ за который можемъ взять про- 
мшольную точку т1Ьла (стр. 79), причемъ поступательная часть 
новаго разложен1я движен1я будетъ одинакова съ движенхемъ но- 
вато полюса. 

Возьмемъ за новый полюсъ точку Я; по формуламъ (142) 
мы получимъ про9кц1И на оси X, У, 2 скорости этой точки: 



л?',— «^*С08(г(;дХ) = х'„ + {^^м — 13ю) Я—{у» — Ую)В 
У* = «?,со8(г|;,У) = у'^ + (^* — а?«,)2г— (^л— ^е^^Р 
Л = «<?,со8(«;д^)= Л +-(Ул — Ую)Р— (л?д — л?^^ 



; . (144) 



первое И8Ъ этихъ равенетвъ ны внчтеиъ изъ перваго равенства 
(142) ■ т. д., получимъ слФдующ1Я выраженк для проекций ско- 
ростЕ Еавой либо точки твердаго тФла на оси X, У, 2: 



V} С08 («?,Х) = ж', + (йг — гг,) ^ — (у — Уд) В. 

«; С08 (м?,У) = у\ + (ж — а;*) В.— {г — г^,) Р 
т С08 (м;,^) = Л + (у —Ул) Р -^ (ж — х,) ^ 



, . (145) 



мо9орыя соотв^Ьтствуютъ разложен1Ю движешя т'кла по полюсу Я и 
вйражаютъ, что скорость %ю какой бы то ни было точки 9Ю твер- 
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даго т4Ьла есть гоометрнческад 4;у11]1а СЕорости точки Я и вра- 
щательной СЕоростк ЗЮ вокругъ точки Я. 

Поступательная часть этого раздохенш дкиженха им'Ьетъ ско- 
рость ^д, угловая же скорость вращешя т'Ьла вокругъ полюса Я 
равна и параллельна угловой скорости вращешя вокругъ точки 10, 
такъ что мгновенная ось параллельна прежней. 

Мы сд^аемъ теперь перечень того, что мы узнали о разло- 
жеши движен1я и скоростей точекъ ^вердаго тФла. 

Всякое непоступательное двиакете твердаю тпла может» 
^ ^^ I быть разлооюено на вращательное двиоюенге вокруи которой 
лг^бо точки тгьла^ которую мы примемг за полюсь враи/^нгя, 
и на поступательное двиоюенге представляемое двиоюенгем» 
этто полюса. 

Такъ какъ за полюсь можетъ быть взята всякая точка 
тгьла^ то разложенгя одною и тою же двиоюенгя ттьла мна- 
юобразны до безконечности. 

Скорость каждой точки ттьла есть геометрическая сумма 
;':( вращательной скорости этой точки вокругъ полюса вращенгя 

и скорости послпдняго. 

Угловыя скорости тгьла вокругъ всгьхъ полюсовъ равны^ и 
мгновенныя оси^ проходящгя черезъ есть полюсы, параллельны 
другъ другу; такъ что вращенгя тп»ла вокруи различные» 
^ !^Г полюсовъ то(мсдественны въ томь смыслп», что линги, праве-- 

денныя въ тгьАгь параллельно другъ другу черезъ различный 
точки тгьла^ измгьняютг свое направленге въ пространств^ 
одинаковымг образомъ. 

( Величина и направленге вращательной скорости какой 

[ либо точки твердаю тгьла вокругъ какого либо полюса опредп^ 
*» •*^' .гяется^ какъ показано въ§ 25 (стр. 89 и 90, черт. 42) величи- 

ною угловой скорости^ направленгемъ мгновенной оси проведен- 
ной черезъ полюсь и разстоянгемъ точки отъ мгновенной оси; 
вращательныя скорости одной и той оке точки тгьла вокругя^ 
^н^зличныxъ полюсовъ различны (если полюсы не лежать на 
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одной мгнаееннай оси)^ хотя уьлоеыя скорости тгьла вокругъ 
разныосъ полюсоеъ одинаковы , а мг$тенныя оси параллельны. 

% 35. Центральная н^ш винтовая мгновенная ось. 

Подюеъ вращешя ножетъ бить пон'Ьщенъ въ любой точк'Ь 
твердаго гЬла^ но * если оно вращается вокругъ неподвижной точке 
ж полюсь повгЬщенъ въ посл'Ьдней, то формулы (141), (142), 
(143) пргобр^таютъ прост^^йштй вндъ, чЪнъ при пом^Ьщенш по- 
люса въ другихъ точкахъ твердаго т-йла. Чтобы дать сразу точ- 
ное : н наглядное представлен1е о величин^^ н направлен1и одно- 
врененннхъ скоростей вс^хъ точекъ твердаго т'Ьла, двихущагося 
лодобнннъ образомъ, мы можехъ выразиться такъ: 

Бели мы знаеиъ величину угловой скорости и направлеше 
мгновенной оси въ какой либо мементъ движешя т^Ьла, вращаю- 
щегося вокругъ неподвижной точки, то, чтобы опред'Ьлить нанра- 
влешя и величины скоростей точекъ тЬла, въ этотъ моментъ, мы 
должны 'разсу ждать такииъ же образоиъ, какъ если бы т^Ьло враща- 
лось равномгьрно съ этою угловою скоростью вокругъ неподвиж- 
ной оси, проходящей черезъ неподвижную точку и совпадающей 
еъ 9Т0Ю мгновенною осью. 

Если движен1е тФла такое, что н^^тъ точекъ, скорости которыхъ 
были бы равны нулю, то всегда иожно найти такую лишю въ т'1лФ , 
скорости точекъ которой им'Ьютъ наименьшую величину сравнитель- 
но съ одновременными имъ скоростями всФхъ прочихъ точекъ гЬла. 

Для того чтобы найти абсолитныя координаты такихъ точекъ, 
мы должны приравнять нулю производныя т х^ у ж ^е^отъсл1^- 
дующаго выражешя: 



го 



2 



= (^'^ + {^ — ^ю)Я — (у—Ую)вТ + 



+ (у'ю + {х — х^Е — (^ — -г^Р)' + 

+ (^'ю + (з^ — Ую)Р— (0(^-00^) ЯТ; 

получимъ сл^^дующ1я равенства: 

р - я 

_ > 8^ю + (Уб — Ую) Р — (Жб -Хю)Я . (146) 
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«^7"'^^^/ ./, Зд'Ьсь Хе^ уе^ и^е ^Т^ абсодютнна координатн точекъ твердаго 
^смК^!'г^.мг: т%1а, ян^Ьющихъ наименывк скоростж; екоростЕ этя дМствитешно 
'''''' наименьпшг, а не шшбольш1Я9 такъ вакъ кц, представляя 066*6 

ра91%рн твердаго т^^а неограниченными, ноженъ найти въ неиъ 

точки, обяадающ1Я хфоизводьно-бодьшими скоростями. 

Равенства (146) суть уравнешя прямой яинш, на которой 

находятся точки съ нааеньшими скоростями: эти равенства мотугъ 

быть представленн цодъ сл^Ьдующинъ видомъ: 

<о< 008 (^^^^ X) иов сов {гов У) гол сов {у)^ 2) ИА7^ 

р — д ~ в > • • • \^^Ч 

гд^Ь м^в есть скорость одной изъ точекъ разсматриваемой линш. 

Равенства (147) выралшкуть, что проэкцш на оси X, У, г 
наименьшей скорости ги^ пропорщональны проэкщямъ угловой ско- 
рости на т'Ьже оси, то есть, что скорость го^ параллельна угловой 
скорости. 

Лишя (146) параллельна направленш угловой скорости; это 
видно, какъ изъ самнхъ уравнешй (146), такъ и изъ того об- 
стоятельства, что точки твердаго тФла, находянцяся на линш 
параллельной направлен1Ю угловой скорости, им'Ьютъ равння и 
параллельння нолнкя скорости. 

Сл'Ьдовательно лин1я (146) параллельна угловой скорости, т. е. 
есть одна изъ мгновенннхъ осей твердаго тФла, и скорости точекъ 
ея направлены вдоль по ней. 

Эта мгновенная ось называется центральною мгновенною осью 
или мгновенною осью вращенхя и сколыкен1я. 

Полохеше центральной оси, какъ въ пространстве, такъ и 
внутри т'бла изм'Ьняется въ каждое мгновеше; но мы представимъ 
006*6 на время такое двихеше т^ла, въ которомъ положеше и 
направлен1е центральной оси остаются неизм1Ьнными; такое движе- 
те гЬла называется винтовымъ двиоюенгемь^ такъ какъ оно со- 
отоитъ изъ вращательнаго движешя вокругъ некоторой оси, соеди- 
неннаго съ поступательнымъ движешемъ параллельно той же оси. 

Если притомъ скорость поступательнаго движешя и угловая 
скорость вращательнаго движешя постоянны, то винтовое двяжеше 
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синваетея раенамтрнылп винтовымь двиоюенгемъ; таково, №• 
1фшгкръ, сд^кдующее двЕжеше твердаго гЬла: 

^•0 = О, у» = О, -8г^ = а<; ^ = О, а» = О, э = ©г. 

Въ втокъ ДВНЖ6Н11 угловад скорость жжЪетъ постоанную вели- 
чну •, I ваправлен1е ея совпадаетъ съ осью Л^ которая есть 
«АегЬ съ гЬкъ центральная ось во время всего двнжешя; посту- 
дателыое двнжеше равнон'Ьрно н скорость его равна а. 

Очевждно, что траэктор1и всЬхъ точекъ гЬла въ этоиъ двнженхн 
4!}ть вптовня линш, так1я, какъ указано въ прнм'Ьр'Ь 7-1Ъ 
(егр. 12); всЪ они нм^кютъ равный шагъ винта А, изиЪняеинй 
дшою, проходимою точкою Ю въ течеши того времени 7, въ 
{Которое т^Ьло совершнтъ полный оборотъ вокругъ оси; такъ что: 

(О ' ш 

Если винтовое двиген1е неравном'Ьрно, но отношеше между 
•скоростью поступательнаго движешя параллельно центральной оси и 
угловою скоростью постоянно, то траэкторти вс^^хъ точекъ т^^ла суть 
также правильный винтовыя лин1и равнаго шага; длина шага рав- 
няется помноженному на 21с отношен1Ю поступательной скорости къ 
угловой скорости; такое движете твердаго т'Ьла мы условимся 
мазнвать правильнымг винтовымъ двиоюенгемъ. 

Чтобы получить величину и направлеше скорости какой либо 
точки 9К (черт* 60) твердаго т'Ьла въ правильномъ винтовомъ дви- 
жнам его, надо построить параллелограммъ на поступательной ско- 
рости ЭЯП^, равной и параллельной скорости точекъ центральной 
чмж, и на вращательной скорости ШВ точки 9К вокругъ этой оси; 

|[0(игЬдняя равна а . ШЕ (гд'6 ШЕ есть перпендикуляръ опущен- 
ный нзъ Ш на центральную ось) и перпендикулярна къ ШЕ и 

гъ центральной оси; дгагональ Ш ТГ параллелограмма будетъ пред- 
чтвлять величину и направленте скорости точки Ш. Такъ какъ 

плоскость параллелограмма перпендикулярна къ лин1|^ ШЕ^ то ско-- 

9* 
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роеть точки Ш также перпендикулярна къ дтой лиши; такъ какъ 

параллелограниъ прямоугольный, то проэкщя скорости Э){Ж н^ 

ваправленге центрально^ оси равна поступательной .скорости ШЛ^;^ 

тангенсъ угла, составляемаго скоростью 9ЙЖ съ плоскостью перпен- 
дикулярною къ центральной оси, равняется деленному на 21г от- 
ношен]Ю шага винтовнхъ тра9ктор1й къ разстоявш Ш2Д потону что: 

Очевидно, что то же самое построен1е . надо прим'Ьнить для 
цолучснщ величины и направлешя скорости какой либо точк^ 

- ' 'I"' ,.••■ 

твердаго т'Ьла въ каконъ бы то, ни было движеши; надо только 
. знать полржен1е центральной оси для разсматриваемаго игновешя, 
величину угловой скорости 2 и величину скорости го^, точки, на- 
ходящейся на центральной оси; поэтому мы можемъ дать точное и 
наглядное повят1е о величинахъ и яа1равлен1яхъ одновременныхъ 
скоростей всЬхъ точекъ твердаго тФла, движущагося какимъ 6и 
то ни было образомЪ; если выразимся такъ: . 

Если^ въ какой либо моментъ движен1я твердаго т'Ьла, мы зна.емъ 
положеше центральной оси, величину скоростей го^ точекъ ея е 
величину й угловой скорости, то, чтобы определить направленхя 
и величины, скоростей точекъ т4ла въ этотъ моментъ, слйдуетъ- 
разсу ждать такимъ же образомъ, какъ если бы т^ло им']&ло рав- 
номерное винтовое движеще вокругъ этой центральной оси съ этою 

скоростью й и съ винтовымъ шагомъ: Л = 2тг ^. 

Всл'&дств1е этого центральную ось называютъ иногда еиитоеону 
м^новенною осью. 

Мы по дчеркнемъ здФсь ' некоторый : изъ свойствъ скоростей 
точекъ твердаго т4ла, 

Проэкцги^ на иаправлете угловой скорости,, скоростей 
встьхъ точекъ твердаго тгьла, имгьютъ общую величину^ рав- 
ную величингь скоростей точекъ центральной оощ то есть: 

^го сов {гой) = ъо^ С08 («^к>2) = «с;. (148) 
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'"-'^ Если череп накую либо точку ттьла мы проведет плос- 
^^>^ть, заключающую скорость этой точки и притомъ парал- 
'^^Клшую мгиовеной оси, а затгьмъ друьую плоскость, перпен- 
'^'^^твулярную Кб первой и также параллельную ко мгиовен- 
оси, то послгьдння плоскость пройдешь черезъ централь- 
^ю ось. 



На основан111 этихъ свойствъ скоростей, можно построить направлен 1е 
поюжеше центра.1ьноЗ оси, зная величины и направлешя скоростей 
*^1)ехъ точекъ твердаго т'Ьла. 

Достроен1е это, предложенное Понселе, заключается въ сл']^дук>щемъ: 
"Пусть ЩУР\^ Ш^Щ^ ^Ж,Ж, (черт. 61) суть скорости трехъ точекъ ЗК^, 
4В|| 99^ твердаго гЬжа; дроведеиъ джвны равння и парадледьння этимъ 
^воростяиъ изъ какой либо точки (на чертеж*]^ 61 изъ точки Ш^ проведены: 
ЩЖ^^ параллельная и равная Ш^гЖ^, и Ш^А,, параллельная и равная 
ЩУ^) черезъ концы этихъ длинъ проведемъ плоскость (на чертеж-Ь это 
•есть плоскость, проходящая черезъ точки Же, А^^ А^) и на эту плоскость 
«№ '^ой точки, откуда отложены проведенныя длины, оиустинъ перпенди- 
куляръ {ШуТ)\ направлен1е этого перпендикуляра будетъ параллельно цент- 
ральной оси, а длина его будетъ изображать величину скоростей точекъ 
центральной оси; величины и направлен1я [длинъ е7^.1, «7!Аз, «ТТР^" будутъ 
представлять вращательныя, вокругъ центральной оси, скорости точекъ 

А^, Ф?з и йЯз* 

« 

^ -Чтобы построить положеше ценгральной оси, мы проведемъ изъ точки 
^4 длину Ж^П^ равную и параллельную длян-Ь А^^, и изъ т чкн Ж, 



длину Ж9П2, равную и параллельную- длин^ АгТ:, злт'кмъ черезъ точки Шг 
и III проведемъ плоскость Р^. перпендикулярную къ П/^^и черезъ точки 
Ш, и Щ плоскость Рз! перпендикулярную къ П^Жа; лншя перес4чешя 
плоскостей Р^ и Р, будетъ центральная ось ЦЦ. 

Для ТОГО, чтобы еще лу^ше уяснить з^конъ, которому с.х'Ь- 
дуютъ величины и направлен1я одновременнцхъ скоростей точекъ 
твердаго Т'Ьла, мы сд'Ьлаенъ следующее зан'Ьчан1е: 

Представихъ себ'Ь круговую цокадри^ескую поверхность, ось 
1(отороВ совпадаетъ съ центральною осью; всЬ точки твзрдаго тЪла, 
1акодащ1Яся на этойноверхнэстн, яхЬютъ скорости равная, каса- 
тельныя къ поверхности и соегавляю1Ц1я равные углы съ произ- 
водящийи или съ осью поверхности; 4*6» бзлЪе рад1усъ цилин- 
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дрнчесво! поверхнопгЕу т^ю больше величины скоростей и тймъ > 
ближе къ прякоиг уголъ, составляеинй иии съ осм>. 

§ 36/) Опред^Ьлеше положен1я центральной оси. 

Тавъ какъ скорость и;в направлена вдоль по угловой скоро- 
сти, то отношешя: 

гое сов (т X) гов сов (гУв У) 1С7бС08 (гов^) 



равны отношеюю: ^сиг 1ЧЬ) 






{1Н8а.) 



на основаши же равенства (148), поа'Ъдиее иожетъ быть нред-^ 
ставлено подъ сл^Ьдующижъ видоиъ: 



^1йо С0§ (ЦЧоД) Рд/к>+ Оу '<о+ Д^<о 



V- 



На этомъ основаши жы жожеиъ представить равенства (14 6> 
въ сл^Ьдующежъ вид'Ь: 



Р — р2+^+Д2 

у^1о+ДРД-^Р Ра?'^+С/ю+Д/?'ю 



(149) 



«■.1 



гд4 а;, у^ л? означаютъ разности Хщ—х^^у.—уще^—а^ Одно- 
И8Ъ этихъ трехъ равенствъ есть сл4Ьдств1е двухъ остальныхъ. 

Первое жвъ равенствъ (149) жы перед^клаемъ слФдующпъ* 
образоиъ: 



или 



— 2« » 



Г- (Ру^ю — Яя ^ю) 1 1 _ Г- (Ех'ю ~ Ре г^ю) 1 1 
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ПодоС^шп «е образом 
рАвеяеткь (149); пожучоъ 
дупщеп ндФ: 



X* — Хц У в — Уц в* — Йц , 



(150) 



тд4; 

•''Ч — •*'ю Т^ с» 
Уч — У» Т О» 



«|# "— *ю ~ да 



(151) 



•^ * Уравнбшж (160) внражаАтъ, что центрадьви ось паридедьна 
упом! скороеп и проходить череаъ точку, абеожютиня воорднштн 
жотороК суть х^^ ущ^ в^^ мы будемъ вавнвать эту точку — точкою Д. 
Равенства (151) покаэнваютъ, что разности иежду абсолютннмн 
координатами течекъ Ц ж Ю выражаются формулами подобными 
тФмъ, который выражаютъ проэкщи вращательной скорости во- 
кругъ точки Ю (см. форм. 96, стр. 85); если въ формулахъ (96) 
заменить: 

ж — Л!«черв8ъ^,у— у^ черевъ^и^ — ^г^черевъ^, 

10 получатся разсматриваемня нами теперь выражешя разностей: 

Хщ — х,^ у^ — у^, Мц — 0^] игь этого сл4дувгЬэ что длина ЮЦ 

имДетъ такое же направлеше относительно угловой скорости Юа 

(си. черт. 62) и длины ЮП^ представляющей величину и на- 
пршеше скорости го^ точки Ю, какое ииФетъ вращательная во- 
кругъ точки Ю скорость какой либо точки Ш относительно угловой 

скорости ЮЯ и радтуса вектора ЯШ этой точки; разница только 
въ томЪу что вращательная скорость откладывалась отъ точки ЗЮ, 

длина же ЮЦ откледцвается отъ точки Ю. 

Следуя правилу, приведенноиу въ § 26 (стр. 91), относительно 

вращательной скорости, мы скажемъ, что ЮЦ направлено вправо 
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относительно наблюдателя, стоащано погамц оь Ю^ ьблрвою 
по направлент мгновенной осы и смотрягцаю ца тощу Д. 

Вв^гичиIа же разстоянгя ЮЦ получится изъ форнулн (99), 
выражающей величину вращательное скор]01сти, если зам^Ьнить въ 

: I ' ■ ^ ■ - 

ней: направлен1е г рад1уса вектора ЮШ на11равлен1еиъ скорости гою 
{ЮП на чертеж* 62), а величину г рад1уса вектора — величи- 



ною ^; поэтому: 



У)ю 81П (гою Щ 



Юц^'^^^^^р^^ (^52) 



Такииъ образожъ мы видимъ, что для опред^Ьлешя положешя 
точки Ц должно сделать следующее: 
( Ивъ точки Ю надо еозстйноеит/ь пврпе1Ш^куАЯрб м 1^^ 
^ кости ДЮо (черт. 62) въ танот чапрофленШ, съкошраю 

{ Юй видно Но лквую, а ЮП по правую руку; на'этокь на^ 

I правленги надо отложить длину ЛУЦ, ревную' дгьлеиной на & 
^ прдэкцги скорости гою «л плдскосЬЬу ' пёрпендикрЛЛркую т 

' направлент угловой скорости; центральная ось Д& будеш 

^ параллельна Ю^\ скорости точекг ея будутг равны Ц1Р=^ 

^3, Равенства (1.46), или (149), или (150), суть уравнетя цент- 
ральной оси въ абсолютннхъ координатахъ; они внражаютъ по- 
ложеше ек вг пр^^Мранетв'Ь. Мн соста^пгаъ 'Ге1!герь у|^йвши11( %той 
ОСИ -въ относйтел&мнхъ воордп^атакъ; внражающхя положеше е< 

въ СаМОМЪ твердому Т*1** ■ :; .:1; ; . /• ;^.' 

Такъ какъ центральная ось нр^одитъ чере^.то^у Д,ж 
параллельна угловой скорости^ то уц хожемъ пряло црисат^ уравг 

ненхя ея: . , . , \ . . 

■ • . •. . ■ ■ ' 

— ^— г-^ — ->— > •! • -^ г • .и&*^ 

тцЦ ^, 7), с означаютъ относителгьнйя коор^Д1^атп к(|;кой либо точки 
центральной оси, $ц, ' 1\ц^ Сц — координат* то^и- Ц\} '"• 

ОтносительйСгя координаты {ц, яг);^ Сц мн опред^лииъ но абсо- 
лютнывъ воординатаиъ ^«4^^,, при помощи формулъ(46)етр. 56; если 
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же внраашъ, по форнудахъ (60), каждый язъ косину совъ х« Ху . . . . у«, 
въ четнрехъ другЕхъ изъ числа ехъ, то получямъ сл'Ьдующ1я вн- 
ражешя для относительныхъ коордянатъ точки Д; наприя'Ьръ: 



■ I • 



I , 

Этояу внражентю можно придать бодЪе сжатый видъ при по- 
нопцг елФдующаго преобразовашя: 

Каждая суоа вида: 

{Вс — СЬ) (ДСх — С А) + {Са — Лс) (Сгаг — ЛгСг) + 

+ иЬ — Во) (АФг — ВгОг), 

«оставленная изъ дв^Ьнадцати величннъ: 

Ау Ву Су а, Ъ^ с 

Ах, Д, С\ Ох, бх, Сх, 

1бЖбтъ быть написана слЪдующимъ образомъ: 



[+ВВгааг+СС\ааг 
ААгВг Л-ССгЪЪг 

ААгССгЛ- ВВгССг 



+ ВЪхАга + СсгАха 

АщВгЬ Л-ССгВгЪ 

ЫйгСгС + ВЪгСгС 



если прибавимъ и вычтемъ недостающ1я произведешя: 

АЛгО^г = АахАха; ВВ^ЬЬ^ = ВЪхВхЪ] ССгеСх = СсгСхСу 

то получииъ: 

{А Ах + ВВх + ССх) {аах + ЪЪх + ссх) — 
. — {Лаг + ВЪх + Ссх) {Аха + ВхЪ + Схс). . 

. Цолученная нами формула: 
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+ (АЬ — Ва) {ЛгЪг'-Вгах) = 
= (АЛг + ВВг + ССг) (оОг + ЬЬг + ССх)— 

— иО! + ВЪ1+ Ссг) {Агй + ВгЬ + С^с) . . . (154) 

пригодится налъ при шогихъ преобразовашяхъ. 

Прии^Ьнивъ эту формулу въ преобразованш внражешя для ^«^ не 
получииъ: 

— (Ру« + ^уу + Бу,) (а/^^л, + У ^у+ ^•о!^*)- 

Такимъ обрааоиъ мы пояучииъ (иАдующ1Я внражешя для отно- 
еительннхъ воординатъ точки Ц: 



и дино сов {у)ю 2) — укую сов {тю У) 

Си— ов 



^« 



гц^ю сов («чо а)— 1?цуо сов (<ою а) 

^ ^?<(Уо сов (яЮю У) — д<(Уо сов {Юю 5) 

Ц — о» 



(155) 






По фориулаиъ (160), (151)Л153), (1б5)инопред1лщ^ьа«- 
ложен^е центрально! оси въ пространств'Ь и въ твердою иИиЛ 
для каждаго иоиеита движеюя твердаго гЬла, если х^^ у^, в^^ фу ж, 9 
даны въ фуикц]ях'ь вреиеии« 

Прих^ръ 17-й. 

а?„ = ^. С08 «)<, Ую = -4 8Ш«)^, 0ю=^О 

ф = а; л» = -|- -{• а)<, ^ = ш,^. 

■ 

Чтобы пожучить поняпег о дв11жен!я твердаго тйжа, выражаемою 
этими равенствами, мы представивъ оеб^ три, неизм']^нно связанный одна 
съ другою, 1иши: 07, ОЮ и 202 (черт. вЗ); огЛ связакы одна съ другою 
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шшгь оС^мюомъ, что постоянная дпгаа ОЮ есть кратчайшее разо10ян1е 
неоцху жшвгвт ОЕ и /02 и что угохь, образуемый дтими последними, или 
равннй ему уголъ 2Д>^, сохраняетъ постоянную величину; предпоюжимъ, 
что неизм'Ьняемая система, образуемая этими 1ин1ями, вращается равно- 
мерно съ угловою скоростью ю вокругъ оси ОЕ въ сторону, указанную 
веоперенною стрелкою, а въ тоже время н']^которое твердое т^о, над^» 
тое на ось 102, вращается вокругъ нея равном'Ърно, съ угловою око» 
ростью, «1, въ сторону, означенную оперенною строкою; тогда это 
твердое т1ло и будетъ совершать движете, разсматриваемое въ этомъ при- 
м^кр^^ 

Между прочимъ зам^тимъ, что ось 102 описываетъ въ пространстве 
однополый гнперболоидъ вращешя вокругъ оси 0Е\ шейка этого гипер* 
болоцда есть кругъ, описываемый точкою /О, а уголь, образуемый съ 
осью Е производящими ассимптотической конической поверхности^ рав* 
няется о. 

По имеющимся у насъ формуламъ, мы найдемъ сл^дующгя выражен1я 
абсолютныхъ координатъ точки Ц: (*^ 15'\) р^_ иу|а)^:.и^^:^.и 






Хц = ^СОвШ^ -Ш=-^Хю, ^ 



•* I 



уц = Аъттг -^ = -^т У'о. 

^в^^^ = 0; г = шсова + **^1> 2* = <«>^ + 2а>о)^С08 а + ^^. "Тг ^^ 

8тЕ жыражешя показываютъ, что точка Ц находится на лиши ОЮ въ раз* 
стояши равномъ: ^ 

"^ — ^а а о- -г- 

отъ точки 0\ такъ какъ ш^ и г меньше ^, то В меньше А. 



Такъ какъ радхусъ векторъ ОЮ вращается вокругъ точки О въ пло- 
скости ХУ, то вместе съ нимъ изменяетъ свое положен1е и точка Ц^ опи* 
снвая на той же плоскости окружность рад1уса 2); вместе съ точкою Ц 
ввмФняетъ свое положенхе въ пространстве центральная ось, какъ показы- 
ваютъ уравнен1я ея въ абсолютныхъ координатахъ: 

д; — 2) С08 0)^ у — 2) 8т ш^ г ... 

0)^ 8Ш а 8Ш 0)^ ш^ 8111 а С08 ш^ IV 

гд* 

Д = (I), со8 а 4- ш. 
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г, Геомехричесвоа м^сто пожщешц центрад^ьной оси въ прострако^в']^ 
есть линейчатая, поверхность^ уравненхе которой >прду<1нтся по искдючен1а 
времена шзъ предыдущихъ уравнещй; уравнещ^ этр: - ;, ; I 



:^2^у* = 7)« + ^2^(:^г-^у 



|Ц1 представимъ въ сд^дующемъ вщ1^: 



2)' В^сог^Ч 

гд*: 

Е 



= 1, 



. •< 




5С0%& = 



: и 



ш.зша 



. ■ ' ^ ' * ■ • • • • 

Это есть однополый гпперболоидъ вращён1я вокругъ оси 2^ шейка ко- 
тораго есть кругъ рад1уса I), находящШся въ плбскбсти ХУ, а прой^водя- 
11ЦЯ ассимптотическаго конуса составляютъ съ осью 2 уголъ ^. 

Относительныя координаты точки Ц: 

1ц =^ Л -^ 81П 0),^ = {Л — В) 81П (^>^^ 

то 
Г1ц= А -да- 0080)^^ = (^ — В) С08 о>{6 

. ' • • • 

выражаютъ, что эта точка изм']Ьняетъ свое положенхе и въ твердомъ т^Ъ: 
она описыэаетъ на плоскости ЗТ окружность, вокругъ точки Ю, рад1уса 
равнаго (^. — I)); вм-Ьст-Ь съ нею и центральная ось изм-Ьняеть свое.поло- 
жеше въ т']Ьл']Ь, какъ показываютъ уравнешя ея въ относительныхъ коор- 
динатахъ: 

? — ( ^. — I)) 8Ш ^л^^ 1Г) — (А— В) сов 0)1^ С^ 

О) 81П а С08 ш^^ <в ЗШ а зт ш^^ Г * 

■ . 

Геометрическое м1^сто положешй центрально!! оси.въ твердомъ тЬл'б 
€сть другая линейчатая повер}(ность, а именно рдрополый гиперболондъ 
вращен1я вокругъ оси 2, уравнеше котораго есть: 

гд*: 

т 
со18 ^1 = 



ш91Па 



\\'Ъ^>'3-> 
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Мы еще вернемся къ этому ирим^^ру, теперь же пока зам'кпшъ, что 
непере(г1^вающ1я полуоси обоихъ гипербодоидовъ равны другъ другу; въ 
сахохъ хкл±: 

§ 37. Аксоиды центральныхъ осей. 

Вообще говоря, центральная ось изм'бняетъ свое подожеше, 
какъ въ пространств^^, такъ ж по отношен1ю къ движущемуся 
твердому тФлу. 

Если ивм1нен1б положен1я происходитъ посл'бдовательннмъ е 
вепрернвннмъ образонъ, то геометрическое ж^сто положен1Й цен- 
тральной оси въ пространств^^ будетъ н^Ькоторая линейчатая по- 
верхность^ которая, по роду ея образован1я, называется неподтж- 
ньшъ аксоидомъ ценшральныссь осей; уравнеше этого аксоида 
получится по исключен1и времени изъ уравненЦ (150). 

Геометрическое м^^сто положешй центральной оси въ движу- 
щемся твердомъ т'Ьл'Ь есть некоторая другая линейчатая поверх- 
ность! называемая подвгююнымь аксоидомъ цеитральныосъ осей; 
уравнеше его получится по исключенш времени изъ уравнешй (153). 

Первый аксоидъ неподвиженъ въ пространстве, второй неиз- 
менно связанъ съ твердымъ тФломъ и движется вместе съ нимъ» 

Изъ самаго Ьпред'Ьлен1я аксоидовъ слФдуетъ: 

А) что 96 каждое мгновенге подвижный аксоидъ имгьетъ об- ] 
щую производящую съ аксоидола неподвижнымъ^ ( 

В) что скорости всгьосъ тгьссг точекъ подвижнаю аксоида^ ( 
который находятся на общей обоимъ аксоидамъ произво- ; 
дягцей^ направлены по производящей и равны. ) 

Вместе съ изм'Ьнешемъ положен1Я центральной оси изменяется 
также и положеше точки Ц, какъ въ пространстве, такъ и въ 
твердомъ теле; геометрическое место положен1й точекъ Ц въ про- 
странстве есть неподвижная кривая лин1я, находящаяся на по- 
верхности неподвижнаго аксоида; геометрическое же место поло- 
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жешй точекъ Ц въ твердомъ т1л^Ь есть кривая дитя, находя* 
щаяся на воверхноетн акеоида подвнжнаго. 

Въ каждое жгновеше кривая П^ Ц" Ц''^ . • . . , находящаяся на 
подвижноиъ аксоид1^, имЪетъ общую точку съ кривою Цх^Щ....^^ 
находящеюся на неподвиакномъ аксонд1^ (понятно, что общая точка 
находится на общей производящей обоихъ аксоидовъ). 

Мы сейчасъ докажемъ, что въ этой общей точкФ об1 кри- 
вня составдяютъ конечный уголъ одна съ другою. 

Пусть Хцуц ^ц — абсолютння, а ^ц щ !^ц — относитедьння 
координата точки, общей обЪимъ кривнмъ въ моментъ ^, въ течешк 
беаконечно-малаго промежутка времени сИ общая точка нерем'Ьстится: 
по неподвижной кривой-на безконечно-малую длину Оз ея дуги, 
а по подвижной кривой — на безконечно-малую длину (Ла ея дуги; 
проэкщи первой длины на оси координатъ X, У, г равны при- 
ращешямъ, получаемымъ координатами а^ уц ац въ теченк безк. ма- 
лаго промежутка времени сИ] прозкцш второй длины на оси коорди- 
натъ 3, Т, 2 равны приращен1ямъ, получаемымъ въ течеши того же 
промежутка времени координатами $^, 1]^, С<4. Означимъ черезъ А; и х 
направлешя касательныхъ, проведенныхъ изъ общей точки къ кри« 
вымъ: неподвижной и подвижной. Согласно сказанному, будетъ: 

йХц =^ -^ сИ = с1$со& (ЛХ); дЛц='-щйЬ =^ йо со8 (хН) 

е^у^ = -^ (Й = Й8 С08 {кУ)\ ^41^ = -^сИ =Ла С08 (хт) 

й^^ =^сИ = с18С0^ {к2)\ А^ — ^ои — с1о со8 (х2) 

косинусы же угловъ, составляеиыхъ направлешемъ х съ непод-* 
вижными осями, выражаются формулами: 

,/ .. : > .., . о(«(хХ) = §Х.+^>,+§%. 



•1"^^, 
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Чтобн опредАшть завясиность между коеиусамя угдовъ, ооста»- 
^^шшxь напраившш клхсь каждою н<ъ неподвжжннхъ осе! ш>- 
оудюат, 1Н воаькежъ уравнешя 46 (отр. 56), внражающи воорд!- 
шишХщУцМц ль воордш&тахъ Е^^Сц! возьжемъ пронзводння отъ 
нжхъ ш) (I пожучимъ три уравнешя, первое пъ воторнхъ следующее: 



Лв С08 (А?Х) = (а?'н) + 1г^'» + "Чц^^^ « + ^^'я,) л + До С08 (хХ); 

* «укшц погаоженная на е^^ е находящаяея во второй части этого 
и. равенства, равняется проавцл на ось X скорости той точки твер- 
^1^ даго тФла, въ которой находится точка Ц\ эта сумма равна 
1г,|С0в(и?,Д) = «г^сов (ОХ). 

Поступая такинъ образоиъ, мы получимъ три й[1^дующ1я ра- 
венства: 



из 008 (йХ) = йо С08 (хХ) -|- и;цЛ соз (2Х) 
Лз С08 {кУ) = До С08 (хУ) + и;ц(Й со8 {р^У) 

ЛВ С08 (А?-^) =^ ЙО С08 (х^) + «^Ч^^ С08 (ЙЯ) 



, . . (158) 






в&ра2и1ЮЩ1я, что безконечно малая длина Лв^ отложенная по на- 
правлешю А;, есть геометрическая сумма безконечно малой длины До, 
отложенной по направлешю х, и безконечно малой длины щдЛ^ 
отломнной по направлешю центральной оси Щ^. 

Изъ этого видно: 

что касательный лиши Цк и 2(х, проведенный изъ общей 
точки Ц къ об^Ьимъ кривымъ Ц Цх Ц%..^. Ц Щ 1('. . . , со- 
ставляютъ одна съ другою н'Ькоторый уголъ А;2(х (черт. 64). 

что эти касательный лиши лежатъ еъ одной плоскости съ "•'^''^•'^ 
центральною осью Цй^. 

Но очевидно, что плоскость, проведенная черезъ производящую 
Цй"" и черезъ касательную лишю к^ есть касательная плоскость 






I'}] 
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къ неподвЕЖноиу аксоиду, проведенная въ точк^ Д; тотао также 
плоокость, проведенная черезъ ту же производящую ячереюва* 
сательную ДИН1Ю X, есть касательная плоскость въ подвкжношу 
аксоидуу проведенная въ точк^^ Д; сл^Ьдоватльно обвг. акеокд11 
лгмйюФЪ общую касательную плоскость въ общей точк^Ь Ц. 

Общая точка Ц есть осцован1е перпендикуляра, опущеннаго 
изъ точки Ю на общую производящую; если мн перем^Ьнимъ точку Ю 
на другую какую либо точку Ятвердаго т4ла, то получимъ, вм-Ьвто 
точки Д, другую точку 7 (черт. 65) центральной оси, находящуюся 
на основан1и перпендикуляра, опущеннаго изъ точки Яна ту же ось; 
геоиетричесшя и^ста послЪдова:Тбдьннхъ положивши точекъ Ч въ 
пространств* и въ т^лФ будутъ кривня лин1и: 5Г Ух Уа • • . ? нахо-- 
дящаяся на неподвижнонъ, тЧЧ' Ч" ... , находящаяся на подви;- 
номъ аксоид'Ь. То, что было доказано относительно касатедьщаъ 
ЛИН1Й, проведенныхъ изъ Ц къ лишямъ ЦД' Д". . . . , и ДДх Д^. . . . , 
прим'Ьняется также и къ касательнымъ лишямъ, проведеннннъ ,ивъ 

точки Ч къ кривымъ Ч Чг Ч2 Ч Ч' 7". . . . ; а такъ какъ 

точка Я можетъ быть взята въ какой угодно точк* тЬла, то точ- 
кою Ч можетъ быть всякая точка общей производящей; следо- 
вательно мы можемъ теперь сказать следующее: 

^ С) Во встьхъ точкахь общей производящей оба аксоида имтьютг 
( обгтя насательныя плоскости. 

> Изъ того, что высказано въ пунктахъ А^ В, О настоящаго 
параграфа, мы получаеиъ следующее понят1е о движеши подвиж* 
наго аксоида по неподвижному: 

\ Подвижный аксоидъ во всякгй моментъ двио/сенгя имтьетг 
' общую производящую съ неподвгииснымъ и сопргишсается а 
) нимъ вдоль по всей ышуй литщ двио/еете подвижнаю аксаыда 

есть катанье по неподвижному аксоиду, соединенное со асол&* 

оюенгемъ вдоль по общей производящей. 

Чтобы судить, насколько опред'Ьлительно такое выражен1е двм- 
мшя подвижнаго аксоида, мы должны припомнить нЪкоФорня 
важн'6йш1Я общ1я свойства линейчатыхъ поверхностей. 



I 
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§ 38. Линейчатня поверхности разд'Ьляются на два класса: 
да шосыя и на р(лавер1пываемыя на плоскость *). 

1) Въ косыхъ поверхностяхъ отношеше между кратчайшимъ 
Р^зетояшеиъ двухъ близкихъ непересЬкающихся проягзводящихъ 
^^^ I Хз I тангенсомъ угла, составляемаго ихъ направлешями, 
^|р1ближает€я къ конечному, неравному нулю, пред'Ьлу, при при- 
^лшети производящей Хг къ производящей Хх до совпадешя съ 

^«ю; атотъ предал ъ мы будемъ означать буквою х« 

2) Въ поверхностяхъ же развертываемыхг на плоскость 
Иред^лъ того же отношен1я равенъ нулю, такъ что кратчайшее 
раветояше между двумя безконечно-близкими производящими, со- 
ставляющими одна съ другою безконечно-малый уголъ перваго 
порядка, есть безконечно-малая величина высшаго порядка. 

При приближен1и производящей Хз къ производящей ^^ до 
совпаден1я' съ нею, та точка производящей Х1, которая находится 
въ кратчайшемъ разстоян1и отъ Хг, приближается къ н'Ькоторому 
пред^Ьльному положен1Ю 3. 

3) Геометрическое мЪсто точекъ 3^ находящихся на всЬхъ про- 
изводящихъ косой поверхности, есть н'Ькоторая кривая лишя, при- 
надлежащая поверхности и называемая лин1ею съуженгя косой по- 
верхности; она переспкаетъ производящ1Я подъ н'Ькоторыми углами. 

4) Геометрическое м4сто точекъ 3 поверхности развертывае- 
мой на плоскост^ь, есть н'Ькоторая кривая лишя, называемая 
реСромь возврата поверхности; каждая производящая касается 
къ ребру возврата въ своей точк'Ь 3. 

5) Въ косой линейчатой поверхности касательный плоскости, 
проведенный въ различныхъ точкахъ одной и той же производящей 
X, проходятъ черезъ ату производящую, но не совпадаютъ одна 
съ другою; тангенсъ угла, составляемаго касательною плоскостью 



*) Н'Ькоторыя оОщя свойства лине&чатнхъ поверхностей приводятся зд'Ьсь 
безъ надлежащи хъ доказательствъ; ихъ можно найти въ курсахъ Аналитической 
Геометр1и и приложешяхъ Дяфференш'альнаго Исчисленк къ Геометр1И« 

10 
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I 

въ точк4 Ж (черт. 66), отстоящей отъ точки 5 на длину Л, съ ка- 
сательною плоскостью въ точекЬ 3, выражается сл'Ьдующею форнудою: 

1§в = у; (159) 

ВЪ точк4 Жх, отстоя дей на длину Л по другую сторону точки 
5, уголъ в будетъ отрицательный, такъ что разстояшя 5Ж"надо 
считать въ одну по производящей сторону положительными, а въ 
противоположную— отрицательными *) 

6) Въ развертываемой на плоскость линейчатой поверхно- 
сти касательныя плоскости, проведенныя въ различныхъ точкахъ 

. одной и той же производящей ^у совпадаютъ одна съ другою» 

7) Въ косой поверхности плоскость, проведенная черезъ произ- 
водящую ^^ параллельно безконечно*близкой ей производящей Хз, 
приближается, при приближен1и Х2 къ ^х до ихъ совпадешя, къ 
нормальной плоскости къ поверхности въ точк* 5, проведенной 
черезъ производящую Хх, и совпадаетъ сънеюприсовпадешиХгСЪ-Ь!. 

8) Въ развертываемой на плоскость поверхности плоскость, 
проведенная черезъ производящую 1/1, параллельно производящей 
Х29 сближающейся до совпаден!я съ 1/1, становится въ пред^^Л'Ь плос- 



*) Доказательство формулы (159) не представляетъ затрудненш: пусть 
САВЛ12 (^ерт. 66) есть производящая, безконечно-блязкая къ производящей 
М^ЗШЪ{^ ЗА — кратчайшее разстояше между ними; сАЬ — лишя параллельная 
производящей Х^, проведенная черезъ точку А\ плоскости прямоугольныхъ тре- 
утольниЕОвъ МВЪ и М^Сс перпендикулярны къ производящей Х^. Тангёнсъ 

угла ВЖЬ равняется отношен1ю ВЪ : Ж&; изъ прямоутольнаго же треугольника 
ВЬА мы получимъ: 



ВЪ=АЬ 1% (ВАЪ), 
поэтому: 

1« (Бмь) = т. *&Ш^; 

отсюда, въ пред'Ьл^, при приближенш Х^ ^"^ ^^ получается формула (159), 

такъ какъ уголъ ВМЬ приближается къ 6, длина МЗ — къ Л» & остальное от- 

1 
ношеше — къ — . 

X 
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вооты) кривизны ребра возврата въ точк'Ь 3 производящей 1/1 
и, м:Ьст^Ь съ т'Ьмъ, касательною плоскостью къ поверхности по 
той хе дроизводащеВ. 

§ 39. Изъ цунктовъ 5 и 6 предыдущаго параграфа сл'Ь- 
дуетъ, что косая поверхность, имеющая общую производящую 
еъ развертываемою поверхностью, ножетъ касаться посл'Ьдней въ 
юдной точкЪ общей производящей, но не во всЬхъ. 

Отсюда видно, что если одинъ изъ двухъ аксоидовъ есть ко- 
^&я линейчатая поверхность, то другой не мохетъ быть развер- 
1!|Б1ваемымъ на плоскость и обратно; т. е. оба аксоида должны 
^клтъ одного и того же класса линейчатыхъ поверхностей: 
или оба развертываемые , или оба косые. 

Для того, чтобы дв* косыя линейчатыя поверхности могли 
-соприкасаться во всЬхъ точкахъ общей ииъ производящей, необ- 
ходимо, чтобы законъ распред'Ьлен1я касательныхъ плоскостей во 
ФсЪхъ точкахъ этой производящей былъ одинъ и тотъ же для 
об*ихъ поверхностей; формула (169) показываетъ, что для этого 
необходимо, чтобы параметръ у для общей производящей былъ 
одинаковь у обгъихъ поверхностей. Для того же, чтобы обЬ та- 
шя поверхности дМствитсльно пришли въ соприкосновен1е во всЬхъ 
точкахъ общей производящей, необходимо, чтобы лиши съуже- 
нгя обгьихъ поверхностей пересгьклись въ одной точкгь общей 
производящей и чтобы касательный плоскости къ обгьимъ по- 
еерхностямъ въ этой точкгь совпадали. 

Отсюда, въ прим'Ьнен1и къ линейчатымъ аксоидамъ, мы мо- 
жемъ вывести сл'Ьлующ1я заключевгя: 

Когда оба аксоида суть косыя линейчатыя поверхности у 
то параметры хг производящихъ подвижнаго аксоида должны 
быть равны параметрамъ у шгьхъ производящихъ неподвижнаго 
аксоида, съ которьщи они совпадутъ при движенш тгьла; такъ 
что если некоторая производящая Ь^ перваго аксоида дожна бу- 
детъ совпасть съ производящею Ьх втораго аксоида, то параметръ 
производящей Ьг должеяъ равняться параметру производящей V. 

То положенге, которое занимаетъ подвижный косой аксоидъ 

10* 
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еъ пространствть вг какой либо момеитг (, есть положете впол- 
юь определенное, такъ какъ н'Ькоторая определенная производя* 
щая X' его должна тогда совпадать съ определенною производящев^ 
^^ неподвижнаго акеонда, точка 3^ пересечен1я производящей 2/^ 
и ЛИН1И съужен]я перваго аксоида должна совпадать съ точкой^ 
^1 пересЬчешя производящей ^^ и лин1и съужен]я второго авсода 
и касательная плоскость въ точке 3' къ первому аксоиду должна, 
совпадать съ касательною плоскостью въ точке дх ко второму аксоиду. 

Гиперболоиды вращен1я, служащхе аксоидани въ движен1и твердаго- 
т^ла, разсмотр']^нионъ въ прим']Ьр']^ 17-мъ, имеютъ лин1ями съужеиш т^ 
окружности, Боторыя описываются точками Ц въ пространстве и въ твер- 
домъ т'к1']Ь. Всл^дствхе симметрш однополаго гиперболоида вращенхя вокругъ 
его оси, вс^ производящ1я его им^Ьютъ общ1й паранетръ х^ равный длине^ 
непересЬкающей полуоси гиперболоида *). Оба аксоида въ примере 17-з1ъ 
должны ии']^ть равные параметры у.» '^^ есть равныя неперес'Ькающ1Я' 
полуоси: 1)со1;д^ и ^^со^^%^, что и было уже эам-Ьчено !въ § 36 при рав-^ 
смотренш этого прим']^ра. 

Мы знаемъ, что мгновенное движете подвижнаго гиперболоида со- 
стоитъ изъ вращешя его вокругъ центральной оси 2° (черт. 67) съ угло-^ 
вою скоростью 



2 = у (0^ -|- 2<^<^1 С08 ос -|- <!)^* 
и изъ скольжен!я по этой оси со скоростью: 

гоц = гою сов {гсю^) = ^ 



*) Паранетръ х производящихъ гиперболоида вращен1л. 

можетъ быть внчисленъ следующим!» образомъ: вычислпнъ тангенсъ угла & 
мржду касательными плоскостями, проведенными въ точкахъ, им'Ьюпшхъ коордн- 
иатн: (а, о, о) и (а^ а, Ь)\ эти точки лежать на одной прямолинейной про- 
изводящей, первая на шейк^ поверхности, вторая — на разстоянш равномъ 

V а* + Ь' отъ первой. Параметръ / опред'блится мзъ формулы (159), въ кото- 
рую подставлнъ: 

лолучимъ: х=^Ь, 



ц-з^ 
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Отношеше ^сц:^, ощ)ед-|1ЯЮщее великану шага мновеннаго винтоваго 
^.лвиженхя, равное: , 

ложетъ быть выражено въ величинахъ В, В^^ &, 0^, опред'кхяющихъ раз- 
л^ри и относитеиное подожеше гиперболоидовъ; для этого мы иредста- 
хюгь погл'Ьднее равенство въ сд']^дующемъ вид']Ь: 

Щ 81па . 

^г1Ьнъ возьмемъ им']^ющ1яся въ § 36 выражен1я: \ 

«8Ъ которыхъ составимъ друг1я, сл']^дующ1я: 

1 , 1 _2) + А 2* 

-1- ^П — 



В~ В^~ ВВ^ ~ Аа>о>^Ег' 

С08 ^^ = -д 5 С08 &1 = д; 

кро]гЬ того изв'Ьстно, что: а = ^ 4- ^1) поэтому разсматриваемое отношеше 
шразится сл']^дующею формулою: 

гоц 8ш(0 + ^х) 



2 



(^ 4- Д-) ^-ОЗ» С08», 



которую можно написать такъ: 

Относительное движен1е гиперболоидовъ другъ по другу встр'Ьчается 
въ Практической Механик"! въ теор1и гиперболическихъ колесъ, служащихъ 
Д1Я непосредственной передачи вращешя между двумя неперес^кающвмися 
я непараллельными валами; вращательное движете каждой пары такихъ 
]101всъ, сц']^иленныхъ другъ съ другомъ зубцами, расположенными вдоль по 
дронзводящимъ гиперболоидовъ, необходимо сопровождается н']^которымъ 
Ч5кольжен1емъ соприкасающихся зубцовъ, другъ по другу, вдоль по общей 
производящей гиперболоидовъ. 



*) Разность (^1 — В) мы зд-Ьсь означвла черезъ В^, 
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На чертеж* 67 представлены два гиперболоида, сопрЕкасающ1есд по 
общей производящей. 

ВсяЕ1Д дв'Ь развертнБасмвл на плосеость линейчатыя поверхно- 
сти будутъ соприкасаться одпа съ другою во вс*хъ точкахъ общей 
инъ производящей тогда, когда совпадутъ касательння плоскости, 
проведенныя къ об-Ьимъ поверхностямъ черезъ общую производящутэ. 

Нетрудно видеть, что это услов1е еще не вполн* определяете 
положен1я об4ихъ поверхностей отнссительно другъ друга, так'ь 
какъ разстоян1е между т^кми точками ^1 и 3 общей производя* 
щей, которыя принадлежатъ ребрамъ возврата об^ихг поверх- 
ностей, можетъ быть произвольнымъ. 

Если оба аксоида какого либо движен1я твердаго т-Ьла суть 
линейчатыя развертываемый поверхности, то подобной неопред*-^ 
ленности существовать не будетъ, такъ какъ можно показать, что 
въ этихъ случаяхъ точки Зх и 3' должны совпадать. 

Пусть Ь (черт. 68) есть общая производящая об^ихг аксоидовъ- 
въ моментъ ^, 1у2 и Х^суть т4 производящхя неподвижнаго и под- 
вижнаго аксоидовъ, которыя совпадутъ одна съ другою въ моментъ 
(^ + йЬ). Такъ какъ оба аксоида суть развертываемыя линейчатыя 
поверхности, то кратчайшхя разстоян1я ^г^2 и ^^^'^ производящих^ 
Х2 и I,'' отъ производящей Х суть безконечно-малыя величины выс- 
шаго порядка сравнительно съ углами, составляемыми направле- 
шями этихъ производяшихъ между собою; эти углы (между Ха и I; и 
между х'' и Ь) мы предполагаемъ безконечно- малыми перваго по- 
рядка. Разстоян1я ^гЗ^ и гРЗ^ суть величины безконечно-мэлня^ 
обращающ1яся въ нуль при приближен1и йЬ къ нулю. 

(На чертеж'ЬбЗ плоскость ^^ есть общая касательная плос- 
кость къ обоимъ аксоидамъ; проиаводящая с/з^г» находящаяся по 
сю сторону этой плоскости, проведешь сплошною чертою, проиа^ 
водящая же ^'^:,", находящаяся по ту сторону плоскости ^^щ, 
проведена разрывною чертою). 

Точку 51 мы примемъ за точку Ц д.1я момента 1\ въ моментъ 
{1,-\'(И) этою точкою будетъ служить находящаяся на производя- 
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щей 1л точка Цг съ которою въ этотъ моментъ совпадаетъ точка 
Д\ находящаяся на производящей х''. 

Такъ какъ длины ^1^1 и ЗгЦ' суть хорды дугъ (ЛзлФз, онисан- 
Бнхъ въ течбН1Я безконечно-малаго времени сЫ точками Ц на обоихъ 
аксолдахъ, то эти хорды суть безконечно-мадыя длины перваго 
дорядка; того хе дорядка малости и длина ЦгЦ' равная гоц ЛЬ. 

Если принять въ разсчетъ, что длины ^^3г и З^Цг безконечно- 
малЫ; притомъ З^Цх — перваго порядка, что длина е/хе/г есть безко- 
нечно-малая величина высшаго порядка и что уголъ между произво- 
дящими Ь2 и X есть безконечно-малая величина перваго порядка, то 
должны будемъ заключить, что уголъ ЩЗ^Ь есть также безконечно- 
налый уголъ перваго порядка; а потому разстоянте точки Цх до 
прямой X есть безконечно-малая величина втораго порядка^ дуга 
хе Лз^ стягиваемая хордою ЗгЦх^ должна быть сл^^довательно ка- 
сательного къ производящей Ь въ точк* Зх, 

Изъ равенствъ же (158) сл'Ьдуетъ, что проэкц1И Лз и с/зна 
направлен1е, перпендикулярное къ центральной оси, должны быть 
равны; взявъ за такое направлен1е то, которое находится въ плос- 
кости ^^у мы получимъ: 

с^5 81п(А;2) = г^а81п(х2); , (161) 

следовательно, если дуга Лз касательна къ центральной оси, т. е. 
къ X, то и дуга с?а тоже касательна къ этой производящей; а 
потому разстоян1е точки Ц до производящей X должно быть без- 
конечно-малою величиною втораго порядка. 

Точка л! находится на производящей х", составляющей без- 
конечно-малый уголъ перваго порядка съ производящею X; для 
того, чтобы эта точка отстояла отъ посл'Ьдней лиши на безко- 
дечмо-маломъ разстоянш втораго порядка, необходимо^ чтобы 
1^!^^^ была безконечно-малою. 

Изъ всего сказаннаго видно, что разстояшя Зг1\ ^^^^^ З'Зг 
должны быть безконечно-малы, или что разстоян1е З'Зх не можетъ 
быть конечнымъ; то есть точки Зх и 3' должны совпадать. 

И такъ, когда одинъ изъ аксоидовг есть линейчатая раз- 
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еертываемая на плоскость поверхность^ то и другой аксоидъ 
есть линейчатая поверхность того же класса] въ каждый мо- 
ментъ двиоюенгя подвижный аксоидъ имтьетг опред1ьленное 
полооюенге въ пространствть^ такъ кат онг соприкасается съ 
неподвижнымъ аксоидомъ по опредгьленной общей праизводящей 
и притомъ ребра возврата етихъ поверхностей касаются кв 
общей производящей въ общей точкть. 

Мы приведемъ прим']Ьръ движен1я твердаго т^а, при которомъ аксо- 
иды суть развертываемыя линеЗчатыя поверхности. 

Прии^ръ 18. Точка Ю описываетъ винтовую линш; 

Хю = Л 008 <о^, ую^= л 8Ш 0)^, ^ег«,= ^ . д — ' 1у 

углы же ^, ж и д выражаются таЕъ: 

Поступая, какъ въ прим']^р']Ь 17-мъ, мы наЗдеиъ, что точка Ц совпа- 
даетъ съ точкою Ю^ что уравнен1я центральной оси въ абсолютныхъ ко- 
ординатахъ — сл-Ьдующхя: 

ж — ^.С08й)^ у — ^.ЭЩЦ)^ г — 1гю 

и что уравненхя ея въ относительныхъ координатахъ суть: 

5 Г) С . 



Центральная ось расположена въ плоскости ^'702 (черт. 68) и со- 
ставляетъ съ осью ^0^ уголъ, тангенсъ котораго равенъ отношенхю 
(со^ зт а : Б), 

Неподвижный аксоидъ есть развертываемый геликоидъ, ребро воз- 
врата котораго есть кривая лин1я, описываемая точками Д, а произво- 
ДЯЩ1Я составляютъ съ осью ^ уголъ, тангенсъ котораго равенъ отношешю 
((о^ зт а : Е). 

Подвижный аксоидъ есть круговая коническая поверхность, ось кото- 
рой совпадаетъ съ осью 2; тангенсъ угла производящихъ съ осью равенъ 
отношешю: (о) зш а : г), а вершина движется по ребру возврата неподвиж- 
наго аксоида. 



П^Но. 
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§ 40. СЕоростЕ точеЕЪ твердаго т'Ьла, движущагося 
ларахлельно неподвдхной плоскости. Мгновенный 

ЦеНТрЪ. ЦеНТрОЕДН. (ноис^/Ь6^^. 

Пр1 движен1Е твердаго гЬла параллеяыо неподвижной плоско- 
0П^ есдн вовьмежъ эту плоевоеть за плоскость ХУ, въ ней точку 
Ю, а ось 8 возьмехъ параллельною осн ^?| такъ что оси г и Г бу* 
дуть заключаться въ плоскости ХУ, мн получижъ изъ форнулъ (142) 
X (148)сл^Ьдующ1явыражен1я проэкщй скорости го какой либо точки 
9Я твердаго т^ла на неподвижный и нодвижння оси координатъ: 



Ах 



= гю С08 {гоХ) = х^^ — (у—ую) э' 



4[ = «с;со8(««;У) = у^^ + {х—х^^ 






= |^=1^"^';(»Г^гО 



11;С08(1^Е) = а?'„С08д + У„81П^ — V ^ 
УО С08 (|^Т) = Ж'к, 81П Э + У„ С(»8 э + 5а' 



(162) 



, . . (163) 



потону что 








* 






ф Оол; — 0^^ — 
Р-0 (2-0 Б-э' 
р — д^ — г — '^ 


^.- 


С08Э, 


р-х 


81П Э, Х^^ — 81П Э, [Ху — 

>^. — [Ал — Уя; — У^ — 



С08 9, Уя = 1 ''лУ 



Угловая скорость въ такохъ движенги выражается величиною 
производной а'; игновенная ось параллельна оси ^. Изображая угло- 
вуф скорость длиною, иы должны откладывать ее отъ точки Ю 
вверхъ, по направлен1Ю положительной оси ^?, если а'>0 и въ 
отрицательную сторону этой оси, еслиэ'<0. 

Такъ какъ въ такомъ движен1И проэкщи скоростей всЪхъ точекъ 
т^^ на мгновенную ось равны нулю, то точки, находящ1яся на 
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центральной оси, ин^ютъ скорости равння нулю; изъ этого сл^Ь- 
дуетъ, что при движеши твердаго т'Ьла параллельно неподвижной 
плоскости скорости точекъ н'Ькоторой прямой. лиши, перпендику* 
лярной къ 8Т0Й плоскости, равны нулю. 

Такъ какъ такое движете всего твердаго т'Ьла вполн^Ь опред'Ь- 
ляется движешемъ какой либо плоской фигуры, неизм1^нно связанной 
съ т'Ьлонъ и начерченной на плоскости гг, то обыкновенно разсуж- 
даютъ о скоростяхъ точекъ только этой плоскости; понятно, что эти 
разсужден1л распространяются и на ве1 точки твердаго т4Ьла, такъ 
какъ одновреиенныя скорости всЬхъ точекъ, находящихся на одной 
ЛИН1И, перпендикулярной къ плоскости ХУ, равны и параллельны. 

И такъ мы скажемъ, что при всякомъ непоступательномъ дви- 
жеши плоской неизм'Ьняемой фигуры въ ея плоскости, для всякаго 
момента движешя, существуетъ своя точка на движущейся плос- 
кости, скорость скоторой въ этотъ моментъ равна нулю; эта точка 
называется мгновеннымъ центромъ этого момента. 

Абсолютный и относительныя координаты: Хс^ у^ ?с, т^в» мгно- 
веннаго центра опред^Ьлятся для каждаго момента движешя изъ 
слйдующихъ равенствъ: 

^''••1 х,^х„-^;у.=у.+''^ С164) 



'^■■л « '■ л 



•.•.♦.. -.4 



X / ^ ^ Ж'« 8Ш Э — у'ю С08 Э 



ОС^ю С08 Э -\-1/ю 8Ш Э 



( 



(165) 



Одновременныя скорости всЬхъ точекъ твердаго т4ла суть 
вращательныя скорости вокругъ центральной мгновенной оси, про- 
ходящей черезъ мгновенный центръ и перпендикулярной къ пдое- 
кости ХУ; въ самомъ д'Ьл'Ь, изъ равенствъ (162) и (164) можно 
получить сл1^дующ1Я выражен1я: 

V) С08 {V)^X) = — (|/ — Ус) ^'; ^ со8(|^У) = (д; — Хс) э'. 

Прим'Ьнеиъ форму1ы (164) и (165) къ опред^^ленш положешй нгво- 



И^-НО. 
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яеннато центра въ двпжсн1яхъ примЪровъ 11 и 12. Въ ирим'1р:]^ 11-иъ мы ^г.* С;.^^ 
найдемъ: 

Хс = 0, ус = 0, Ес = — Д Ъ = 0' 

9 

Впрочеиъ въ этомъ прю1'1^р^ и безъ вычислешй видно, что мгновен- 
ный центръ постоянно находятся въ начал1^ О неподвижныхъ осей коор- 
Динатъ. 

Въ п2ПМ']^р^Ь 12-мъ мы найдемъ: -»> ^ 1-7. 

Хе = 2Д С08«>^, Ус = — 2Д 81П «>^, 
?с = Л С082а)^, ^{0^= — В 8Ш2а)^, 

\ Первыя два пзъ ятихъ четырехъ равенствъ выражаютъ, что: 

Хс = «^^ю? Ус = ^Ую^ 

ТО есть, что мгновенный центръ находится на одной прямой лиши съ точ- 



вамп О и ^0 п отстоитъ отъ О на разстояше вдвое болъшее длины 0Ю\ 
отсюда видно, что положен1е мгновеннаго центра на неподвижной плос- 
кости ХУ непрерывно изм']&няется вм'Ёст']^ съ изм']&нешемъ положен1я 
^чки Ю и что геометрическое м'Ьсто положен1й его на этой плоскости 
©сть окружность, уравнен1е которой: 

х^ + '{^с = 4-в^ ^ • '■' • "/ ■•'' - - ^* ^'-? -^ '^ '■ '• '^' 

Относительныя координаты мгновеннаго центра тоже изменяются 
^епрерывнымъ образомъ съ течен1емъ времени, такъ что геометрическое 
^4сто положен1й его на движущейся плоскости ЕТ [есть кругъ, уравеете 
^отораго: 

Х1;ентръ этого круга находится въ точк-Ь /О. 

Въ большинстве случаевъ координаты Хсу Ус^ ^с, Г1с мгновеннаго 
центра суть непрерывный фунвщи времени, то есть мгновенный 
центръ непрерывно изм'Ьняетъ свое положенхе, какъ на неподвижной 
плоскости ХУ, такъ и на движущейся плоскости гт. 

Геометрическое м-Ьсто положен1й мгновеннаго центра на не- 
подвижной плоскости ХУ^ есть н^Ькоторая кривая лишя, назы- 
ваемая неподвижною центроидою. 



^'Но 
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Геометрическое м-Ьсто положешй мгновенааго центра на под- 
вижной плоскости ЕГ есть другая кривая лишя, называемая под- 
вижною центроидою, 

Уравнеше неподвижной центроиды получится по исключен1И 
времени изъ уравнешй (164); уравнеше подвижной центроиды 
получится по исключенш времени изъ уравненШ (165). 

Въ каждый моментъ движентя подвижная центроида, неиз- 
м'Ьнно связанная съ плоскостью ЕГ и участвующая въ движен1и ея, 
им*етъч общую съ неподвижною центроидою точку, служащую мгно- 
веннымъ центромъ движешя въ этотъ моментъ; всл'Ьдствте дни- 
жен1я подвижной центроиды, совпадете какой либо точки С^ под- 
вижной центроиды съ некоторою точкою Сх неподвижной цент- 
роиды существуетъ только на мгновенхе, заменяясь немедленно сов- 
падешемъ двухъ сос^днихъ съ ними точекъ этихъ кривыхъ. 

Можно доказать, что движете, совершаемое подвижною центре* 
ИДОЮ, есть катан1е ея безъ скольжешя по центроиде неподвижной. 

Это будетъ доказано, коль скоро мы убедимся, что общая 
точка обЪихъ кривыхъ есть вм'ЬстЪ съ т'Ьмъ и точка прикрсновешя 
ихъ и что точка прикосновензя перем'Ьщается на равныя длины 
дугъ по об'Ьимъ кривымъ. 

Пусть СхС^Сь .... есть неподвижная центроида (черт. 69), 
С'С''С''^ ... — подвижная центроида въ томъ положен1и, которое 
она занимаетъ въ моментъ I] въ этотъ моментъ точка С совпа- 
даетъ съ точкою (71; Хс^ у с суть абсолютныя координаты точжи 
^1, а ^с'Па — относительныя координаты точки С^ 

На чертеж* (70) представлено положен1е подвижной центроиды 
въ моментъ 1-^€11, въ который точка С" ея совпадаетъ съ точкою 
Сг неподвижной центроиды. Точка Сз безконечно-близка къ точк* 
Сх, такъ что абсолютныя координаты ея разнятся отъ абсолют- 
ныхъ координатъ посл'Ьдней на величины безконечно-малыя с1Хс^ с2у«; 
точка С также безконечно близка къ точкЪ (У и относительныя 
координаты ея равны ^с'{'с1^е и т|с +с1у\е. 

Величины с1хсу с1ус, €1^^ с1у\с мы получимъ черезъ дифференци- 
роваше по I равенствъ (164) и (165); мы найдемъ изъ (164): 
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Лхс = {x^ — ?) сИ; йус = (ук,' + а) й< , . . . . (166) 
гд! для краткости принатн обозначен1я: 



у [3 — ~ 



сП 



аг 



(тъ |165): 



Й/|е = 



(а:'к> С08 9 + У К) 81П Э+ а 81П Э — р С08 д) Ш\ 
((^'ю — Р) С08 Э + (У К) + а) 81П д) сИ 
Иу'ю + а) С08 Э (ж'ю — р) 81П 9) сИ 



. . (167) 



Изъ равенствъ (166) и (167) сл'Ьдуетъ: 

С^^с = ^^Л^с С08 9 + ^Ус 81п 9 

б?Г|^= — (ЛХс 8111 9 + Луе <^08 9 



(168) 



Назовемъ черезъ с18 и (2э длины безконечно-малыхъ дугъ Сг С% и 

О' с\ а черезъ А; и х направлен1я касательныхъ лин1й, проведен- 

^вхъ къ неподвижной и къ подвижной центроидамъ изъ общей 

"^о^и Сц о' въ стороны перем'Ьщен1Й общей точки по Еривымъ. 

Изъ равенствъ (168) мы легко получимъ: 



ао =\/{€1^' + {(1г1сГ =У Шс)' + {аусТ = й8 (169) 

■^о есть, что длины безконечно-малыхъ дугъ, пройденныхъ въ течеши 
б^зконечно-малаго времени общею точкою по об'Ьимъ кривымъ, равны. 

Если разд'Ьлить первыя части равенствъ (168) на с^а, вторыя 
На (2$, а вм'Ьсто со8 9 и 81п 9 подставить: въ первомъ равенстве 
Х, и Ау, во второмъ [Ау и ( — р.я;), то получимъ: 

— = (08 (хл)= ^ Ах + -^ >^у 



(/а 



й8 
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или 

С08 (хЕ) = С08 (кЕ) 
С08 (хТ) = С08 ОсТ) 

ТО есть: направлен1е к совпадаетъ съ ваправлвН1емъ х. ^ 

Доказавъ такимъ образомъ, что подвижная центроида касается 
къ неподвижной центроид'Ь въ точк'Ь, служащей мгновеннымъ цен- 
тромъ въ разсматриваемое мгновензе и что длины дугъ, заклю- 
чающихся на об'Ьихъ Бривыхъ между соотв'Ьтственныии точками, 
равны, мы вправ^^ сказать, что при движенги плоской неизмпг 
няемой фигуры въ ея плоскости^ подвижная центроида ка- 
( тится безъ скольженгя по центроидгь неподвижной, 

'^^^*^'* Въ прим-Ьр-Ь 12-мъ подвижная центроида есть кругъ радауса Д про- 

ходящ1й своею окружностью черезъ начало координатъ; онъ катится по 
по неподвижной центроид'^, которая есть кругъ рад1уса 2Е, им-Ьющгй 
центръ въ начал* координатъ. Катящ1йся кругъ находится внутри не- 

ПОДВНЖНаГО, - ^^ »^' ^^с^^^^ ^^ 

с|/й ^>- Въ прим-Ьръ 13-мъ уравнешя центроидъ можно составить сл-Ьдующимь 

образомъ. 

* Уравнешя (164) будутъ: (^4V*... (>^ 5^ 

Х^г-^^':^ ^^=лсо8.1-'^^^, (170) 

Ус = 11^1Па>1 -7 — (1^1) 



Производная э' опред'Ьлится изъ равенства: 

4» 

(иВ С08 ^о^ 



а' 



= Ьсо8э, (172) 



которое получается черезъ дифферендироваше по времени равенства: 

-Взшо)^ + Хвшэ = О (173) 

Исключивъ изъ равенствъ (170) и (172) производную 9\ мы получимъ ра- 
венство: 



Хг 



В С08 ш^ = 7^ СОВ а, (174) 



Г-^с 
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хоторое, вм^сгЬ съ равенствомъ (173), послужить ]ця исключенхя угла 9; 
помучпмъ: , 

Xс^ — 2x,Есо^ф^ = ^' — Е' (175) 

Для исБлючен1я отсюда времени (, мы вовъмемъ, иолучающееся / изъ 
С170) и (171), равенство: 

^коъ котораго получимъ: 

хавонецъ, по исЕлючен1п времени изъ равенствъ (175) и (176), найдемъ 
уравненхе неподвижной центроиды: 



.2 



Выражевоя (165) въ этомъ прпм']^р']& получаютъ сл']^дующ1й видъ: 

5с = ;гС08(а>* — э), Т]с = ^8ш(а)< — 9) ; . . (178) 

Чтобы составить уравнеше подвижной центроиды, надо исключить Ы, э, 
в^ И8Ъ этихъ равенствъ и изъ равенствъ (172) и (173). 

Мы составимъ сначала изъ равенствъ (178) сл-Ьдующхя: 



Е С08 а — 7] 8111 а = -^ С08 ш< 



2 8Ш 9 + ТГ| С08 Э = ^ 81П а>< 



., (179) 



ИЗЪ Боторыхъ получимъ: 

в 



^ = 1/54^ (180) 

Удаливъ, при помощи равенствъ (172) и (173), величины сое (о^ и 8т ш^ 
изъ равенствъ (179), получимъ равенства: 

(; Ь) ('08 $ — тг] 81П Э = О 
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изъ воторыхъ, по исключеши угла 9, подучимъ уравнеше подвижной цен- 
троиды: 

(|-^1/5М^)(5 — Х) + ^ = .... (181) 

06^ центроиды изображены на чертеж'Ё 71-иъ. 

Неподвижная центроида ии^етъ дв']Ь в'Ётви, уравнен1я воторыхъ хы 
напишемъ въ полярныхъ координатахъ (полюсь — точка О, полярная 
ось — ось ОХ). 



Х»-1?»8т«9 



Уравнен1е в-Ьтни С^СоСх есть: г = М + У — ;^5?о 



аде, „ г = Е-у^^^^^^^*). 



СО8*0 

064 в'Ьтви им'Ьютъ общую ассимптоту, перпендикулярную къ оси X и пере- 

С']^кающую эту ось въ разстоянш У^^ — В^ отъ начала координатъ. 

При одномъ полномъ оборот'Ь точки Ю вокругъ точки О, мгновенной 
центръ совершаетъ сл']^дующее движен1е: вм']&ст']Ь съ выходомъ точки Ю ивъ 
положен1я ТОо) мгновенный центръ выходить изъ положен1я Со и направ- 
ляется, какъ указБЕваетъ оперенная стр']&лка, въ сторону положительной 
оси У; когда точка Ю придетъ въ положеше Р, мгновенный центръ удаг 
лится на безконечно-большое разстоян1е въ сторону положительной оси У, 
но при дальн']^8шемъ движенш точки Ю онъ появится изъ безконечности 
съ совершенно противоположной стороны на в']^тви С^С^^ по которой будетъ 
приближаться къ точк*! С,, по м']^р'4 приближен1я точки Ю къ положе- 
шю 70,; при движен1и точки Ю отъ положен1я Ю^ къ положешю Ж, мгно- 
венный центръ будетъ двигаться по кривой С^С^\ въ моментъ прохождешя 
точки Ю черезъ точку М произойдетъ снова скачокъ мгновеннаго центра 
со стороны + оо на сторону — с», посл'^Ь чего мгновенный центръ появится 
на кривой С^С^, 

Подвижная центроида им-Ьеть также дв* в-Ьтви: С^Я^С^ и СЧЯ^С^ 
Мы напишемъ уравнен1я этой кривой въ полярныхъ координатахъ на 
плоскости 5Т, полюсъ которыхъ мы возьмемъ въ точв*! Ю, а полярную 
ось направимъ по положительной части оси 5. 



*) Это равенство даетъ отрицательныя величины для рад1усовъ векторовъ 
точекъ в^тви С^С^С^; это означаетъ, что соотв'Ьтственная точка кривой нахо- 
дится на отрицательномъ продолхеши рад1уса вектора, проведеннаго подъ углоиъ 9 
къ по-ярчой оси. 



)Г^;|0; ]п-Н1 
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Поюживъ въ уравнешн (181) € = рсо8^, Т( = р8ш&, мы подучимъ изъ 
него уравненхе: 

Р — ^Гсо8Г=:К' 

]ЕЕОторое, Д1Д угловъ ^ не ббльшихъ а и не меныпихъ (—а) (гдЪ а есть тотъ 
уголь, косинусъ котораго равенъ отношенш Е къ Ь в при которомъ ра- 
даусъ векторъ пожу^шетъ безконе^но-болыпую величину), даетъ радаусы 
векторы в^тви СШзО, а для остальных ь угловъ '•) — отрицательный вели- 
чины рад1усовъ векторовъ вФ>тв11 ОШ^С 

06% в1}тви касаются одна другой въ точк^ йЯ, и им']Ьютъ, каждая, по 
два асс1П1Птотическ1я направлен1я; а именно: в^твь СШ^С^ — направлешя 
сосггавляющ1я съ осью 5 углы + в и — а, в'Ьтвь ОШ^С — цаправлен1я, 
составляющ1я съ осью Е углы (л — в) и (« + «)• 



ГЛАВА Ш. 

Относительное движеи1е и скорость точки по отношеню къ 
движущемуся твердому тЪлу или по отношежю къ движу- 
щейся неизм-Ьняемой средЪ. 

§ 41. Относительное движете точки по отношешю къ дви- 
жущемуся твердому т4лу есть переходъ ея черезъ точки этого т^ла, со- 
вершающШся, съ течешемъ времени, посл'Ьдовательно и непрерывно. 

Положен1е движущейся точки М въ движущемся твердомъ 
т'ЬлЪ внрааикется относительными координатными ея $, т), С по 
отношен1Ю къ координатнымъ плоскостямъ Г202, 22<9г, ЕЮХ^ не- 
изм^нно связаннымъ съ т^^ломъ. 

Если точка М находится въ относительномъ локоть по от- 
ношешю къ движущемуся твердому тЬлу, то относительный коор- 
динаты ея по отноп1ен1ю къ нему суть величины постоянныя. 

Если же точка М находится въ относительномъ движен1и 
по отношен1Ю къ движущемуся твердому т^У[у, то относительныя 
координаты ея по отношен1ю къ нему суть нЪкоторыя функц1и времени: 

? = Ш,'п = Ш,с=^Ш (182) 

11 



]\\-Н1^^Х^ 
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Непрерывная лин1я, которую точка М чертитъ въ тЬдФ, назы- 
вается тражторгею относительнаю двтисетя ея по отношешю ' 
къ этому т^^лу; по исБлючен1и времени изъ равенствъ (182)^ мы по- 
лучимъ два уравнен1я этой кривой въ относительныхъ координатахъ. 

Прим4чан1в. Употреблен1е словъ: „ твердое т*ло " , въ учети 
объ относительномъдвижен1и, сопряжено сън'Ькоторыми неудобствами. 
Мы привыкли считать каждое твердое т'Ьло непроницаемым'^ и 
ограниченнынъ въ его разн'Ьрахъ; поэтому, говоря объ относитель- 
номъ движен1и, по отношешю къ н^Ькоторому твердому т!Ьлу, н'Ь- 
которой точки М, посторонней этому тФлу, мы большею частью 
предполагаемъ так1е случаи, въ которыхъ . точка М движется по 
поверхности тЪла или внЪ его; но когда точка ^1/ движется вн'Ь 
твердаго т'Ьла, тогда опред'Ьлеше относительнаго движешя, дан- 
ное въ начале этого параграфа, теряетъ смыслъ. 

Во изб4жан1е такихъ неудобствъ, мы представимъ себ'Ь н'Ькото- 
рую неограниченную неизмгьняемую движущуюся среду у проницае- 
мую для точки М и неизм'Ьнно связанную съ твердымъ т'бломъ; отво- 
сительныя координаты точекъ этой среды по отношен1Ю къ осямъ ко- 
ординатъ, неизм'Ьнно связаннымъ съ твердымъ тФломъ, постоянны. 

Относительное движете точки М по отношен1Ю къ движу- 
щемуся твердому т'Ьлу есть переходъ ея черезъ точки неизм^кня- 
емой леограниченной среды, составляющей одно неизм^Ьняемое ц1клое 
съ твердымъ тФломъ. 

§ 42. Зная движете твердаго тФла и* абсолютное 
движете точен, опред^^лить относителсьное движете ея 
по отношетю къ этому т^лу. 

Бели изв'Ьстно абсолютное движенхе точки М: 

^ = Ш\У = П{^)^^ = Ш) (1) 

и абсолютное движенхе твердаго т'Ьла или неизменяемой среды: 

Х^ = 91(0, Ую = ?2(0, ^ю = ?з(0 ] /^ - ч 
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-?о, чтобв подучпь фун1сц1И ^1, ^3, Ь) внражающи относительное дви* 
:Ж6Ш6 точки Л1, надо взять формулы (46) стр. 56 и подставить въ 
ншхъ: вм4сто а;,у,^, ^•^„Ую^'З^ю— Функщи /!,/*2,/*з ?1, ?2,?з. вм*- 
ето Х«, X, . . . . V, — ихъ выражетя: (47 — 55) въ тригономе- 
тричеекнхъ фуикщяхъ угловъ ф^ ж, э, зам^нивъ посл'Ьднхе фунв- 
1(иы Фх, Фз, Фз; вторня части формулъ (46) будутъ тЬ фунвщи 
^10), Ы^) Ш)7 которыя внражаютъ изм4нен1е относительныкъ ко- 
«ордниатъ точки М съ течен1емъ времени. 

Прнм'Ьръ 19-А. Абсолютное движен]е точки М прямолинейное: 

X = а/Ц\ у = Ьт, г = (^(0; 

/двшкен1е твердаго гкка ноступательное и всБ точки его движутся такяке 
дрямолинейно: 

Оси 2, Т^ ^ мы возьмемъ параллельными неподвижнымъ осямъ. Отно- 
«сжтельное двнжен1е гочии М выразится равенствами: 

С = сДО — тЯ*) — ». 

Два уравнен1я траэктор1и относительнаго движен1я должны получиться по 
«сключеши времени изъ этихъ равенствъ; пока неизв']Ьстенъ видъ функц1й 
/ж 1*\ можно получить только одно изъ уравненШ траэкторхи, помноживъ 
лервое равенство на фч — ср), второе на (са — ау), третье на (а^ — Ьа), и 
•ежоживъ вс^ три; получится уравцен1е: 

ливейдое относительно ^, т], С, оиред']^яющее н^^которую плоскость, не- 
«31гЬнно связанную съ т']^ломъ; траэктор1я относительнаго движешя заклю- 
>чается въ этой плоскостн. 

Если ]Е'(1)=^ А1'{1) '\- В, то траэктор1я относительнаго движешя есть 
(ярихая лишя: 

^ + 1 + аВ _ ^т) + т -Ь ЗБ _ С + »^-ЬтД 
а — лА Ь — ^А с-'^А ' 

II* 



— 164 — 

Есхи а=]и, р = А^, -г^кСу то траэктор1я есть также прямая лия1я:: 

а Ъ с ' 

Возьменъ сд'1дующ1§ спец1альннй случай: 

Траэктор1я относительнаго движенхя будетъ парабола: 

имеющая вершину въ точк-Ь Ю и осью — ось ЮТ. 

Щж^'кръ 20. Абсолютное движете точен М равном-^рно и прямоли- 
нейно по оси 2, твердое же т1^о равном'Ьрно вращается вокругъ отри- 
цательной оси Е съ угловою скоростью <о: 

'^«>- ^^л- '^е^^ Х1=(и^ у=о, э = — (ль. 

Относительное движете выражается равенствами: (§V<РЗ 

5 = а<С08а)^, У) = 0^8111 0)^ "^ ' '' ^-^" 

и траэктор1я есть Архимедова спираль: 



1/«^+^ = ^агсгг(|)' 



11рим']^ръ 21. Абсолютное движете точки М совершается ло^ окружг 
ности рад1уса В: 

ж = 7? 008(1)^, у = Е^тй>{; 

твердое т'Ьло совершаетъ поступательное движенхе параллельно плоско- 
сти ХУ, причемъ точка Ю движется по окружности рад1уса Е^ и ра- 
Д1усъ векторъ ея ОЮ им^еть ту же угловую скорость, что и рад1усъ> 
векторъ ОМ: 

Относительное движен1е выражается такъ: 
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• 1> = 1/^1^ — 2^1 Д сова + Д^ 
2)С08у = Д — Е^ С08 а, 2) 81П у = Е^ 81П а; 

то есть относительное двнженхе точки М по пюскости ЗТ совершается по 
чжружности рад1уса 2) вокругъ точки /О, ? причемъ радаусъ векторъ ЮМ 
.якЬетъ въ относите льномъ движен1и ту же угловую скорость вокругъ /О, 
что н радаусъ векторъ ОМ вокругъ точки О въ абсодютномъ. 

Прим^ръ 22-&. Точки М Е Ю движутся съ равными скоростями по 
<>дновП^Г той же окружности, но въ противоиодожныя стороны; движение 
-тФла поступательное: § ^^о 

Ж = Д СОЗ о>*, у = Д 81П <в* ^ 
Хп = ДС08 (о)* + а), у^ = — Д 8111 Ы + а). Э=0 

Относительное движенхе: '< ' ? г- ^ I 

? = 2 Л 81П I 8Ш (о)^ + |-Ь тг] = 22? С08|- 81П (^аЛ + |-) 

«совершается вдоль по лин1и: 

г||^аклоиениой къ оси 2 подъ угломъ (^ — б^)» къ оси Т — подъ угломъ 
-^9 движеше точки М по этой линш происходить по сл^М^ующему за- 
кону: 

>ПСЬ ^ есть разстоян1е точки М отъ точки Ю. 

Прим']Ьръ 23. Твердое т'Ьло движется поступательно, точки М к Ю 
юписываютъ на плоскости ХУ эллипсы, главные дхаметры которыхъ на* 
|ррцд1енн по осямъ X я У: '[ \с 



X = -4 008(1)^, у = -ВзШа)^ 

х„ = А1соа{о){ + А), Ун> = -В18ш(а)* + Л). з = о 
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I Относительное движен1е выражается слЬдующимъ образомъг 

5 == аС08а>< + а8Шо)<; Т] = Ьс08а)< + рзШа)^, 

а=^ А — -4дС08А, а = -4181ПЙ; 

На страниц* 50, въ задач-* 5-й, были приведены подобныя же выра- 
жен1я движен1я точки; убедиться въ томъ, что кривая, описываемая точкою^ 
есть эллиисъ и определить величины и положешя главныхъ полуосей дтого 
эллипса, предоставляемъ читателю. 

Прим*ръ 24 . Т*10 вращается равномерно вокругъ отрицательной осв 
^ съ угловою скоростью ш. Абсолютное движете точки Ж- на плоскостк 
X У совершается по следующему закону: ''^^ ^- [Г^^Г/^ ^^^^ 

^' такъ что траэкторхя абсолютнаго движенхя этой точки есть парабола 
(черт. 72), вершила которой находится въ то^к* В (координаты а; = 0^ 
У'=^Ь\ а ось направлена по В0\ скорость абсолютнаго движеи1я точки 
Ж въ точке в направлена параллельно оси X и равна Ьш, то есть нмеетъ 
ту самую величину и то направлен1е, которая она имела бы, если бы 
точка была неизменно связана съ врап^ющимся твердыми теломъ. Оси 
Н и Т въ начале движен1я (въ моментъ ^ = о) возьмемъ совпадающими 
съ осями X и У. 

При такихъ данныхъ, относительное движенхе точки Ж по отношбЬ!!^ 
къ твердому Т&1У выразится тавимъ образомъ: {Н(р)- 

а такъ какъ: ^- <? ; ф -о ; 9 =с^Г \. 



<^ ><Т-ГГ Хд. = С08 ш^, Ху = — §1п о)#, }1« = 81П Му^ "^и = С08 о)^, 

то: 



По исключен1и изъ этихъ выражений времени, мы получимъ уравненхе 
траэктор1и относительнаго д&ижен!я. ' 
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Мы разсмотрпмъ относительное движенхе не на всемъ протяженш его, 
но тодьво вблизи его начала. 

Им^я въ виду такое ограннчен1е изсл'Ьдованхя, мы перенесемъ на- 
чало подвижныхъ координатныхъ осей въ точку Вц находящуюся на 
прежней оси Т, въ раэстоянги Ь отъ точки О; новую ось Т^ направимъ отъ 
Д къ О, а новую ось Е^ параллельно преждей оси 8; тогда нрежшя коор- 
джватн €, 1Г) выразятся въ новыхъ координатахъ $1 т]х сл']^дуюшимъ обра- 
зомъ: 

е = Е„ Т| = Ь — тг|,; 

поэтому вм'Ьсто втораго изъ выраженШ (183) можемъ написать сл'1^дующее 
внражен1е: 

ТГ]^ = Ь (1 — С08 со^ — 0)^ 81П Ы) + -к- С08 о)^ 

Зат^мъ, разложпвъ коспнусъ и синусъ но восходящимъ степенямъ Ы, 
представимъ внражен1я для ^^ и т]^ въ вид'Ь сл-Ьдующикь рядовъ: 






• (184) 



Мы теперь сд^^емъ сл-Ьдуюпця предположен1я относительно величинъ 
в, ш, Ъ. 

Величина Ъ есть весьма большая длина, выражаемая миллхонами мет- 
ровъ; пусть наприм'Ьръ 6=6370900 метр., то есть Ъ равно среднему рад1усу 
зеннаго шара. 

Величина ш есть малая угловая скорость; пусть наирим']^ръ (0=0,0000729 

1 
> то есть и) равна угловой скорости суточнаго вращенш 

секунда 
земли. 

Величина 6г есть средняя величина узкоренхя силы тяжести, то есть 

/:^ По метръ 

^— ^у^ (секунда)^- 

Изъ этихъ цифръ мы найдёмъ, что величина Ьш^ входящая въ ряды 
(184). равна: 



Ьл^ = 0,03385 7^^315 



(секунда/ 



щ-НХ . 
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я что: 



- = 0,0000000053:^3^ 
ш' = 0,00000000000039 ^ 



(секунд.)*' 



Бели решимся пренебрегать длинами меньшими одной десятое доли 
миллиметра, то, для первыхъ пятидесяти секундъ отъ начала движенхя, мы 
можемъ пренебречь вторыми и сл']^дующими членами рядовъ (184); тогда 
останется: 

5,= (Аб^_ь„,»)^,^,=((?_Ц-^ . . . (185) 

Такъ какъ &и>^ мен-Ье О-, то нзъ этихъ приближенныхъ формулъ видно, 
что въ первня секунды движен1я точка М, въ относительномъ движен1и 
по отношешю въ вращающемуся гЬлу, отклоняется въ сторону оси Зц т.-е. 
въ сторону вращешя т'Ьла, и падаетт> по оси Т равно ускоренно, съ усшь 
ренхемъ: (6г— Ьш*). 

По исключен1и времени ^ изъ равенствъ (185), получимъ уравнеше на- 
чальной части траэкторш относительнаго движенхя; уравненхе это есть 
уравнен1е полукубической параболы. 

Щлш'куь 25. Твердое гкю вращается какъ въ предыдущемъ прим'^Ьр'Ь; 
абсолютное движенхе точки М начинается изъ той же точки Б и съ тою же 
скоростью Ъш какъ и тамъ, но совершается по закону, выражаемому сл'^Ь- 
дующими рядами: 



X 



М^~ТШ~ • • — ) 



у= й(1_^_ _. . . . ^ 



(186) 



дальнМш1е члены этихъ рядовъ заключаютъ: вторыя и выспия степени 
отношен1я (О- : Ъ), отношенхе 6га>' : Ь и выспия степени его. 

Отношеше (0-:Ъ) равняется: 

у = 0,00000153 -^з^^к)^• 

Если будемъ рассматривать движенхе только впродолженхи первыхъ 
10—20 секундъ отъ начала его, то можетъ пренебречь третьими и следую- 
щими членами рядовъ (186). 

Поступивъ такъ, какъ въ прошломъ прим']Ьре, мы найдемъ, что, въ 



Ш'^И2.М 
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дродолакенш первкаъ десдтковъ секундъ отъ начала движешя, относитель- 
ное движен1е точки М по отношенхю къ вращающемуся т^лу происходить 
до следующему закону: 

5. = (в - Ь<о«) ^; ■пг = {0-Ъ</)^ . . .(187) 

Тра»ктор1я отноеительнаго движев1я есть лолукубичесвая парабола: 

Движев1е, разсматриваемое въ этомъ прим-^Ьр^, совершается по отноше- 
нио къ врав^ающеЯся вемл^ тяжелымъ гЬломъ, свободно падающимъ подъ 
^шторомъ^ въ валлежащемъ ч'Ьст^ нашего курса мы покажемъ, что абсо- 
лотное движен1е такого гк1а происходить, по законамЪ| указаннымь въ 

10;МЪ ПрИМ'Ър']^ (стр. 41), по эллипсу, ОДИНЪ фОКуСЪ ВОТОраГО находится ВЪ : . , 

центре землп О, другой— въ точк* 0^ (черт. 78), отстоящей отъ О на длину 
равную: '^ 



а 1— в*' 

гд4 е = 1 — ~- есть эксентриситетъ эллипса; большая же полуось а им-Ьеть 

С/ 

1Еакую величину, что а (1 + е) = Ь, гд* Ъ означаетъ величину средняго ра- 
Д1уса земли. Точка В есть точка наименьшей скорости на этомъ эллипс^^, 
величина же п (стр. 41) равняется: 

п = 



а«1/Т=^* 



§ 43. Скорость отноеительнаго двЕжешя. 

Абсолютное движеше равсматривается происходящижъ въ не- ^^/^\^"'!^ 



подвижномъ пространств'6, прнчемъ по.102ен1е точки въ ненъ опре- 
д^дяетея абсолютными координатами, считаемыми отъ неподвиж- 
ннхъ плоскостей координатъ; траекторхя абсолютнаго движен1я 
ееть кривая неподвижная. 

Отиоемтельное движеше поотношенхю къ движущейся иеиамЪ- 
вмемой сред'Ь равсматривается соверпишщимся въ этой еред'Ь, при- 
режь положеи1е точки въ ней опред'Ьдяется относительными ко- 
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ординатами, считаеинии отъ плоскостей воординатъ, принадлежа* 
щихъ сред'Ь; траэБтор1Я относительнаго движешя есть кривая, 
неизм'Ьнно связанная съ движущеюся средою. 

Подобная аиалог1я между разсмотр'Ьшемъ абсолютнаго и от- 
носительнаго движешя иожетъ быть продолжена и дал'Ье; чтобы дать 
опред1Ьлев1я понятШ о средней скорости и о скорости въ какой-либо 
моментъ относительнаго движешя, надо повторить то, что сказано въ 
§§ 8—12, причеиъ слова: «пространство», «неподвижныя оси ко- 
ординатъ», «абсолютный координаты >, «абсолютное движен1е>, 
«тра8ктор1я абсолютнаго движен1я», и проч., надо заи^Ьнить, 
соответственно, словам: «иеизм'Ьняемая движущаяся среда >, «под- 
вижный оси кординатъ», «отиосительныя коордийаты > , «отйо- 
сительное движен1е>, «траэктор1я относительнаго движешя > щ 
проч.; для избФжащя длинноты повторешя, мы можемъ привести 
только самыя опред'Ьлешя, безъ объяснешй. 

Средняя относительная скорость въ пути, пройденномъ точ- 
кою М въ неизменяемой движущейся средЪ въ течеши промежутка 
времени (<2 — к) есть отношеше: 

X 



и-^г 



(188) 



между длиною X пути, пройденнаго точкою М по траэтор1И отно- 
сительнаго движен1я въ теченш этого промежутка времени и ве- 
личиною самаго промежутка; отношеше это имЪетъ всегда вели- 
чину положительную. 

Средняя отноеительна! : екорос» пеу^мещдая: точки М т по- 
ложительному нацравлен1ю тра9ктор1И относительнаго движешя въ 
течен1и промежутка времени (^а — к) .есть отношен1е: 

?Е^/. ........... (189) 

ВЪ которомъ §2 и ^1 означаютъ разстояи1Я, считаемнгл, по траакторш 
отноеительмго двнкен!я, от'ь некоторой начальной точки @о этой 
кривой до положешй, аапнаемюъ точкою Л^Гвъ моменты ^зН ^; ко 
одному маправлепю трв9ктор1М разстояв!! отъ ®о считаются по* 
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юптепннмж, по пропвоподожноиу — отрицательнвии; отношбН1е 
(189) иожетъ им'Ьть положительную жлп отрицательную величину» 

Величина скорости (и) относителшаго двшюенгя точки М 
въ моментъ I есть предп^м^ къ которому приближается сред^ 
няя относительная скорость еъ пути, совершаемомъ точкою 
М еъ отиоситвлшомь доиоюенги еъ теченги промежутка ере* 
мени^ начияающалося еъ моментъ Ь, при умеиьшенги промв' 
оюутна до нуля; т. е. 

«^ = пред4лу р4^^]; ....... (190) 

»=:0 

дта величина всегда положительная. 

Пред'Ьлъ, къ Ботороиу при этомъ приближается средняя относи- 
тельная скорость перемтьи^енгя^ ин будеиъ называть относитель- 
ною скоростью точки М еъ моментъ I по положительному 
яаправленгю относительной тражторги; она равна производной: 

и иожетъ быть положительною или отрицательною, сиотря по на- 
правлен1Ю относительнаго движешя точки въ иоиентъ Ь. 

Дапраеленге ошносительнаю деижетя точки М^ еъ ка- 
комъ'либо положенги ея, соепадаетъ съ напраеленгемъ каса- 
тбльной къ тражторги относительнаго деижетя, проеедениой 
иеъ положеигя точки М. 

Величина скорости и есть абсолютная величина производи 
ной д^, то есть: 



Производння: 

?<=да'5?=^А0,?, = Ш (191) 

еуть скорости^ по положительныиъ направлешямъ осей г, Г, 2, 
11ро8ВЦ1й движущейся точки на дти оси. 
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изъ воторыхъ, по исЕлючеши угла э, получимъ уравнеше подвижной цен- 
троиды: 

(5-^1/52 + ^)(5 — Х) + ^=0 .... (181) 

06*1 центроиды изображены на чертеж* 71-мъ. 

Неподвижная центроида им^етъ дв*]^ в']&тви, уравнен1я воторыхъ мы 
вапишемъ въ полярныхъ воординатахъ (полюсъ — точка О, полярная 
ось — ось ОХ). 



Уравнеше в4тви С5С0С1 есть: г = Л + У 



СО8*0 



п 



САС . г = Е-}/^ ^'-^4"^' *). 



об* в^тви и]г1ютъ общую ассимптоту, перпендикулярную къ оси X и пере- 
секающую эту ось въ разстоянш \/^^ — В^ отъ начала координатъ. 

При одномъ полномъ оборот* точки Ю вокругъ точки О, мгновенный 
центръ совершаетъ следующее движенхе: вм^ст* съ выходомъ точки Ю ивъ 
1Юложен1я Ю^, мгновенный центръ выходить изъ положен1я Со и направ- 
ляется, какъ указываетъ оперенная стрелка, въ сторону положительной 
оси У; когда точка 70 придетъ въ положеше Р, мгновенный центръ уда- 
лится на безконечно-большое разстоян1е въ сторону положительной оси У, 
но при дальн^йшемъ движенш точки Ю онъ появится изъ безконечности 
съ совершенно противоположной стороны на в^тви СзС,, по которой будетъ 
приближаться къ точк* С,, по м*р* приближен1я точки Ю къ положе- 
Н1Ю то,; при движен1н точки Ю отъ положешя Ю^ къ положешю М^ мгно- 
венный центръ будетъ двигаться по кривой С^С^; въ моментъ прохождешд 
точки Ю черезъ точку М произойдетъ снова скачокъ мгповеннаго центра 
со стороны + оо на сторону — с», поел* чего мгновенный центръ появится 
на кривой С5С0. 

Подвижная центроида им*етъ также дв* в*тви: СШ^С^ и С^П^О'. 
Мы напишемъ уравнен1Я этой кривой въ полярныхъ координатахъ на 
плоскости БТ, полюсъ которыхъ мы возьмемъ въ точк* 70, а полярную 
ось направимъ по положительной части оси 5. 



*) Это равенство даетъ отрицательння величины для радхусовъ векторовъ 
точекъ в*тви С^С^С^; это означаетъ, что соответственная точка кривой нахо- 
дится на отрицательномъ продолжен1н рад1уса вектора, проведеннаго подъ угломъ 9 
хъ ло'лрмой оси. 
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Поюяшвъ въ уравненш (181) ^=:рсо8^, Г| = р8ш^, мы подутамъ изъ 
него уравнен1е: 

|. X — Д 008 О 

^'~-^Хсо8»-Л' 

которое, джя угдовъ Н не ббльшихъ а н не меньшихъ (^а) (гд§ а есть тотъ 
утоп, косннусъ вотораго равенъ отношению Е къ Ь т при которонъ ра- 
даусъ векторъ дожушетъ безконечно-болыпую ведичину), даетъ радаусн 
векторы в^^вн (71К,0, а для остальных ь угловъ '•) — отрицательный вели- 
чины рад1усовъ векторовъ в1^твп О^^С. 

О&к в^ггви касажугся одна другой въ точв^ Ф^ и им'Ьютъ, каждая, по 
два асси]1птотическ1я на11равлен1я; а именно: ъ^тъъ С^^О*' — направлешя 
соотавляющ1я съ осью Н углы + а и — а, ъ^тъь С^Ш^С — направлен1я, 
составляющ1я съ осью Е углы (тг — о) и (л + а). 



ГЛАВА Ш. 

Относительное движен1е и скорость точки по отношен1ю къ 
движущемуся твердому тЪлу или по отношешю къ движу- 
щейся неизм-Ьняемой средЪ. 

§ 41. Относительное движете точки по отношешю еъ дви- 
жущемуся твердому т4лу есть переходъ ея черезъ точки этого т'Ьла, со- 
вершающИся, съ течешемъ времени, последовательно и непрерывно. 

Положен1е движущейся точки М въ движущемся твердомъ 
тЫЬ выражается относительными координатами ея ^, т), С по 
отношен1Ю въ координатнымъ плоскостямъ ГЮ2, ЪЮе^ ЕЮх^ не- 
изменно связаннымъ съ т^лонъ. 

Если точка М находится въ относительномъ покоть по от- 
ношешю къ движущемуся твердому т^лу, то относительныя коор- 
динаты ея по отношен1ю къ нему суть величины постоянныя. 

Если же точка М находится въ относительномъ движеши 
по отиошен1Ю къ движущемуся твердому тФлу, то относительныя 
координаты ея по отношен1Ю къ нему суть н^которыл функц1и времени : 

е = Ш,-п = Ш,с=-Ш (182) 

11 
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Непрерывная лишя, которую точка М чертить въ т'Ьд'Ь, назы- 
вается траэкторгею относительнаю двиоюетя ея по отношешю ' 
въ этому тФлу; по исвлючевш времени изъ равенствъ (182)^ мы по- 
лучимъ два уравненш этой кривой въ относительныхъ координатахъ. 

Прим4чан1в. Употреблеще словъ: „ твердое т*ло " , въ учеши 
объ относительномъдвижен1и, сопряжено съ некоторыми неудобствамя. 
Мы привыкли считать каждое твердое т'Ьло непроницаемым*^ и 
ограниченнымъ въ его размйрахъ; поэтому, говоря объ относитель- 
номъ движен1И, по отношешю къ н'Ькоторому твердому тЪлу, не- 
которой точки Му посторонней этому тАлу, мы большею частью 
предполагаемъ таше случаи, въ которыхъ . точка М движется по 
поверхности тАла или вн4 его; но когда точка ЛГ движется вн* 
твердаго тФла, тогда опред'Ьлеше относительнаго движешя, дан- 
ное въ начале этого параграфа, теряетъ смыслъ. 

Во изб'Ьжан1е такихъ неудобствъ, мы представимъ себе некото- 
рую неограниченную неизмгьняемую движущуюся среду ^ проницае- 
мую для точки М и неизменно связанную съ твердымъ теломъ; отно- 
сительныя координаты точекъ этой среды по отношен1Ю къ осямъ ко- 
ординатъ, неизменно связаннымъ съ твердымъ теломъ, постоянны. 

Относительное движеше точки М по отношен1ю къ движу- 
щемуся твердому телу есть переходъ ея черезъ точки неизменя- 
емой неограниченной среды, составляющей одно неизменяемое целое 
съ твердымъ теломъ. 

§ 42. Зная дБджеше твердаго т^а и* абсолютное 
движете точен, определить относительное движеше ея 
по отношенхв) къ этому телу. 

Если известно абсолютное движете точки М: 

^ = А(0,У = МО,^ = Ш. ....... (1) 

и абсолютное движеше твердаго тела или неизменяемой среды: 

Х^ — ?1(<), Ую == ?2(0, ^ю = ?з(#) ) ,^ .V 



) 
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-то, чтобн получпь функщЕ ^1, Ь, |з| выражающ11Г относительное дви- 
:жешб точки М^ надо взять формулы (46) стр. 56 и подставить въ 

НИЪ: ВМ*СТО Л?,у,^, ДГн>,У«,-3^к>— ФУНКЦШ /*1,/*2,/'з ?1, ?2,?з, вм*- 

€то Х«, X, . . . . V, — ихъ выражетя: (47 — 55) въ тригономе- 
^ическихъ функщяхъ угловъ ф^ ж, э, заи'Ьнивъ посл'Ьднге фунв- 
1(1Я1м Фх, Ф), Фз; вторня части фориулъ (46) будутъ Т'Ь фунБщи 
ТрхС^)* Ш) Ш\ который выражаютъ мзи'ЬнбН1е относительныхъ во- 
«ординатъ точки М съ течешеиъ времени. 

Прнх'Ьръ 19-в. Абсолютное двнжен]е точки М прямолинейное: 

.двнжеюе твердаго гЬла поступательное и всЬ то^ки его движутся также 
дрямолянейнос 

Оси 2, Т^ 2, жы возьмемъ параллельными неподвижнымъ осямъ. Отно- 
«ентедьное движение точки М выразится равенствами: 

с = сД<)— тЛ«) — ^. 

Два уравнен1я траэктор1и относительнаго движен1я должны получиться по 
дс&лючеши времени изъ этихъ равенствъ; пока неизв'1Ьстенъ видъ функций 
У н 1*\ можно получить только одно изъ уравнен1й траэктор1и, помноживъ 
лервое равенство на (Ьу — ср), второе на (са — а^), третье на (а^ — Ы\ и 
«схоживъ вс^ три; получится уравнеше: 

(5 + г)(б7 — <^Р)+('^ + т)(са — ат) + (:-[:п)(аР — И = 

^гавейное относительно 5, тг], С, определяющее некоторую плоскость, не- 
лшгЬнно связанную съ т']^ломъ; траэктор1я относительнаго движен1Я заклю- 
•чается въ этой плоскости. 

Если 2^(0 = ^А<) + Д то траэктор1я относительнаго движенгя есть 
(Прямая лин1я: 

^ + 1 + (1В _ :7) + т +• РД _ С + »^-ЬТ^ 
а — лА Ь — ^А с — 7-4. * 

11* 
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Еал а=:ка, ^•=:^Щ ч^кСу то траэкторш есть ,ташке праиад дитя: 

а Ъ с * 

Возьмемъ сл^дующ1§ спецтальнпй случай: 



.2 

т 

X 



0,у=4',/=0 



Траэкторхя относительнаго движенхя будетъ парабола: 

ч 

Г = — "П, 

имеющая вершину въ точк'Ь ^^() и осью — ось ТОТ. 

Прим1^ръ 20. Абсолютное движен1е точки М равном'1рно и прямоли- 
нейно по ООН Х^ твердое же т1^о равном'Ьрно вращается вокругъ отри- 
цательной оси 2 СЪ угловою скоростью О): 

^^п> '- "]ьо ^ ^^с - ^^ Ж = а<, У = О, э = — фЬ. 

Относительное движете выражается равенствами: (§^(Р) 

и траэктор1я есть Архимедова спираль: 



^ 



1/1^+7,« = ^агс*8(|) 



Прим'Ьръ 21. Абсолютное движеше точки М совершается ло^ окружг 
ности радхуса В: 

твердое т'кю сювершаетъ поступательное движенхе параллельно плоско- 
сти ХУ^ причемъ точка Ю движется по окружности рад1уса В^ и ра- 
Д1усъ векторъ ея ОЮ им4етъ ту же угловую скорость, что и радхусъ- 
векторъ ОМ: 

Относительное движенхе выражается такъ: 



к 
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-О = у/тг^^ — 2221^(08(1 + Д^ 

2)С08у = Д — В^ С08 а, 2) 8Ш у = 2^1 8Ш а; 

то есть относительное движеше точки ЛСпо плоскости 2Т совершается по 
окружности рад17са 2) вокругъ точки Ю, прнчемъ радаусъ векторъ ЮМ 
юЛеть въ относи те льнонъ движенш ту же угловую скорость вокругъ Ю, 
что и рад1усъ векторъ ОМ вокругъ точки О въ абсолютнонъ. 

Примерь 22-&. Точки М я Ю движутся съ равными скоростями по 
ч>дноС11 той же окружности, но въ противоположный стороны; движеЫе 
•тЬла поступательное: ^ *'<^ 

Ж = 2г С08 о)<, у = Л 8Ш а* ; 

Хю = 2гС08 {аЛ + а), у^= — Е 81П Ы + а). д=о 
Члгносительное движен1е: . .е- ^ ^ 

? = 222 81П I 8Ш ((!)* + I)» "П = 2-В С08| 81П («о* + ^^ 

«совершается вдоль по лин1н: 

I = со*8 1» 

гдаклоненной къ оси 2 подъ угломъ (^ — |^)' къ оси X — подъ угломъ 
-^7 движете точки М по этой лиши происходить по следующему за* 
кону: 

3 =. V ^""^ с ' 5 = 2228111 (а>« + |) > 

!Гд1Ь ^ есть разстоян1е точки М отъ точки Ю. 

Прим'Ьръ 23. Твердое г&ю движется поступательно, точки ЛС и 20 
юписнваютъ на плоскости ХУ эллипсы, главные дгаметры которыхъ на* 
Фра^иены по осямъ X п У: 

X = -4с08ш^, у = В$1ГИл1, 
Х^ = Л1С08(ш< + А), Уп> = -В18ш(а)< + А), ^ ; с 
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Относительное движенхе выражается слЬдующимъ образомъг 



гд4 



» ■ 



2^ а — ДвшЛ, р = -В — -В|С08й. 

На страниц* 50, въ задач-Ь 5-й, были приведены подобныя же выра- 
жешя Дбижен1я точки; убедиться въ томъ, что кривая, описываемая точкою, 
есть эллиисъ и опред'ккить величины и положешя ц^авныхъ полуосей дтого- 
эллипса, предоставляемъ читателю. 

Примерь 24. Т'1ло вращается равном']^рно вокругъ отрицательной осв 
2 съ угловою скоростью О). Абсолжггное даи|кеше точки М на плоскост» 
X У совершается по сл-Ьдующему закону: ''^' ^' /^ ^рь./^^- 

•'' такъ что траэктор1я абсолютнаго движенхя этой точки есть парабола 
(черт. 72), вершица которой находится в% то^к1} В (координаты я; = 0^ 
у =:Ь\ д^. ось направлена по В0\ скорость абсолютнаго движен1я точки 
Ж въ точк']^ в направлена параллельно оси X и равна ^ш, то есть ин'Ьетъ 
ту самую величину и то направлен1е, которыя она им-^ла бы, если бы 
точка была неизменно связана съ вращающимся твердыми т^омъ. Оси 
Н и Т въ начал'Ь движен1я (въ моментъ ^ = о) возьмемъ совпадающими 
съ осями X и У. 

При такихъ данныхъ, относительное движен1е точки М по отношей!ж>> 
въ твердому т^лу выразится тавимъ образомъ: (К 4} 

а такъ какъ: о^с^с; (ф -о ; 9 =с<>Г.ь. 

«^ 47"^ ^-^ К = 008 М, Ху = — §1Ц а)<|^ ]1щ =.81П ^Ь^ )^ц = 008 ш^, 

то: • •■ . . . ' 






. . . . (183) 



По исключеши изъ этихъ выражешй времени, мы получимъ уравненге 
траэкторт относительнаго дЬижен1Я, ' 
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Мн разсмотрпнъ относительное двнжен1е не на всемъ протяжен1и его, 
но только вблизи его начала. 

Им11я въ виду такое ограиичен1е изсл']Ьдовашя, мы перенесемъ на- 
чало иодвижныхъ координатныхъ осей въ точку В^ находящуюся на 
прежней оси Т, въ раэстоян1и Ь отъ точки О; новую ось Т^ направимъ отъ 
Д къ О, а новую ось Е, параллельно преждей оси Е; тогда прежн1я коор- 
джваты Е, т] выразятся въ новыхъ координатахъ Е, у]^ сл'1дуюшимъ обра- 
зомъ: 

поэтому вм-кт) втораго изъ выражен1й (183) можемъ написать сд']^дующее 
внражен1е: 

7|, = Ь (1 — С08 Ы — <«)^ 81П Ы) + "2- С08 0)^ 

ЗатЬмъ, розложнвъ косинусъ и синусъ по восходящимъ степеяямъ ш^, 
представнмъ внражен1я для ^^ и т]^ въ вид^ сл'1дующихъ рядовъ: 






. (184) 



Мы теперь сд^^аемъ сл'Ьдуюпця предположен1я относительно величинъ 
в, », Ь. 

Величина Ъ есть весьма большая длина, выражаемая милл10нами мет- 
ровъ; пусть наприм^Ьръ Ь=я6370900 метр,, то есть Ъ равно среднему радаусу 
вемнаго шара. 

Величина ш есть малая угловая скорость; пусть наирим'Ьръ и>=0,0000729 
1 



секунда 
земли» 



9 ТО есть ш равна угловой скорости суточнаго вращен1я 



Величина О есть средняя величина узкорен1я силы тяжести, то есть 

^■у о о метръ 

^—^у^ (секунда)^- 

Изъ этихъ цифръ мы найдемъ, что величина Ъш\ входящая въ ряды 
(184)« равна: 

Ьл' = 0,03385 т-'^^^-г, 
' (секунда/ ' 



ых^ 
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и что: 



- = 0,0000000053 -(Зй^ 
«.' = 0.00000000000039 -^^ 

Если р']Ьшимся пренебрегать длинами меньшими одной десятоП доли 
миллиметра, то, для первыхъ пятидесяти секундъ отъ начала движен1я, мы 
можемъ пренебречь вторыми и сл']Ьд7ющими членами рядовъ (184); тогда 
останется; 

^^^ (^^а-ъ..')^,^^г={а-ъ^')-|- . . . (185) 

Тавъ вавъ &и>^ мен'Ье О, то изъ этихъ приближенныхъ формулъ видно, 
что въ первыя секунды движен1я точка Му въ относительномъ движен1и 
по отношешю бъ вращающемуся г1лу, отклоняется въ сторону оси Е^, т.-е. 
въ сторону вращешя т'Ьла, и падаетъ по оси Т равно ускоренно, съ уско- 
рен1енъ: (6г— Ью''). 

По исключен1и времени Ь изъ равенствъ (185), получимъ уравнеше на- 
чальной части траэкторш относительнаго движен1я; уравнен1е это есть 
уравнен1е полукубической параболы. 

Прнм'^^ръ 25. Твердое т-кю вращается какъ въ предыдущемъ прим-^^р*]^; 
абсолютное движенхе точки М начинается изъ той же точки В а съ тою же 
скоростью Ъш какъ и тамъ, но совершается по закону, выражаемому сл']Ь- 
дующими рядами: 






(186) 



дальн']^йш1е члены этихъ рядовъ заключаютъ: вторыя и высш1Я степени 
отношен1я (бг*. Ь), отношеше б^ш'гЬ и выспия степени его. 

Отиошеше (6г : Ъ) равняется: 



т= 0,00000153 -^^з^^к)^• 



Если будемъ разсматривать движенхе только впродолжен1и первыхъ 
10—20 секундъ отъ начала его, то можетъ пренебречь третьими и следую- 
щими членами рядовъ (186). 

Поступивъ такъ, какъ въ прошломъ прим']^р1, мы найдемъ, что, въ 



^-Н2.Л1 
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лродолакенш первыхъ десятковъ секундъ отъ начала дв11жен1я, отиосшель- 
вое движен1е точки М по отношен1ю къ вращающемуся гкту происходить 
00 следующему закону: 

?,= ((?- ъ^) '^', ^1 = ((? - и')-^ . . . (187) 

Траэктор1я относятедьваго движения есть лол[}'кубичесвая парабола: 

ДвиженЕе, разсматриваемое въ этомъ прим^р^, совершается по отноше- 
В1Ю мъ вращающе1ся вемл^ тяжедымъ гкюмъ, свободно падающимъ подъ 
экваторомъ^ въ ваджежащемъ м-кггЬ нашего курса мы покажемъ, что абсо- 
лютное двпжеи1е такого гк1а происходить, по законамь, указаннымь въ 

• _■• 

Ш-мъ пример']^ (стр. 41), по эллипсу, одпнъ фокусъ котораго находится въ . , 
центре земли О, другоД— въ точк-Ь О, (черт. 78), отстоящей отъ О на длину 
равную: ^ 

гдЬ е= 1 — ~ есть эксентриситеть эллипса; большая же полуось а им-Ьеть 

шкую величину, что а (1 + в) = &, гд']^ Ъ означаетъ величину средняго ра- 
ддуса земли. Точка В есть точка наименьшей скорости на этомъ эллипсе, 
величина же п (стр. 41) равняется: 



а*у 1 — е»' 



Т1 



§ 43. СБорость относмтельнаго движешя. 

Абсолютное движете разематривается проиеходящимъ въ не- ^;''/,,^ 
додвижноиъ пространств!, причемъ положеше точен въ неиъ опре- 
д^ется абсолютными воординатанн, считаемыми отъ неподвиж- 
тхъ плоскостей Боордннатъ; траэкторхя абсолютнато движен1я 
еехь кривая неподвижная, 

Опосительноб движете поотношенхю къ движущейся веизм^к- 
няеиой еред'Ь разематривается совершающимся въ этой еред'Ь, при- 
чеп воложен1е точки въ ней опред'Ьляется отиоситедьныии ко- 
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1 

ординатами, считаемнии отъ плоскостей воординатъ, принадлежа- 
щихъ сред'Ь; траэБтор1Я относительнаго движешя есть кривая, 
неизм'Ьнно связанная съ движущеюся средою. 

Подобная аиалог1я между разсмотр'Ьшемъ абсолютнаго и от- 
носительнаго движешя можетъ быть продолжена и дал'Ье; чтобы дать 
опред1Ьлев1я понятМ о средней скорости и о скорости въ какой-либо 
моментъ относительнаго движешя, надо повторить то, что сказано въ 
§§ 8—12, причемъ слова: «пространство», «неподвижныя оси ко- 
ординатъ», < абсолютная координаты >, «абсолютное движен1е>, 
«тра8ктор1я абсолютнаго движен1я», и проч., надо заи^Ьнить, 
соответственно, словами: <иеизм'Ьняемая движущаяся среда >, < под- 
вижный оси кординатъ», «относительныя ко6рД1гнаты>, «отно- 
сительное движен1е>, «траэктор1я относительнаго движешя > и 
проч.; для избФжашя длинноты повторешя, мы можемъ привести 
только самыя опред^лешл, безъ объяснен1й. 

Средняя относительная скорость въ пути, пройденномъ точ- 
кою М въ неизменяемой движущейся среде въ течен1и промежутка 
времени {1^ — 1^ есть отношеше: 

X 



^.-^ 



(188) 



между длиною X пути, пройденнаго точкою М по траэтор1и отно- 
сительнаго движен1Я въ теченш этого промежутка времени и ве- 
личиною самаго промежутка; отношеше это имеетъ всегда веди* 
чину положительную. 

Средняя относитальва! ! екорвсп иеу^ещдая; : точки М ш>. по* 
ложительноиу нацравлешю тра9Кто]р1И относительнаго движешя въ 
течеши промежутка времени {1% — О .есть отношеше: 

*-^-. ,../....... (189) 

ВЪ которомъ §2 и §1 означаютъ разстоян1я, считАеиигЛ, по тра8Ктор1И 
отноеителыаго двикеи{я, от% некоторой начальной точки @о этой 
кривой до иоложеи1й, аапиаеитъ точкою чАГвъ моменты ^зН ^; но 
одЕому ианравлепю трв9ктор1И раэстоян!! отъ ®о считаютси&о- 



ш-Нд, 
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лохтепнниж, по пропвоположному — отрицательгаии; отношбН1е 
(189) иожетъ им'Ьть положительную жл отрицательную величину. 

Величина скорости (и) относишелшаю двшюенгя точки М 
еъ момешпъ I есть пред1ьм^ къ которому приблиоюается сред^ 
няя оттосителшая скорость еъ пути, соверимемомь точкою 
М еь относительномь двиоюенги въ теченги промежутка ере* 
менщ начииающтося еъ моментъ 1^ при умеиьшеиш проме- 
жутна до нуля; т. е. 

«^ = пределу Р^^^]; ....... (190) 

»=:0 

№1 величина всегда положительная. 

Пред'Ьлъ, къ которому при этоиъ приближается средняя относи- 
тельная скорость перемтьщенЫу ны будеиъ называть относит^ель- 
ною скоростью точки М еъ моментъ I по положительному 
направлетю относительной тражторги; она равна производной: 

и можетъ быть положительною или отрицательною, смотря по на* 
правлен1Ю относительнаго движешя точки въ моментъ I. 

Направленге относительнспо движетя точки М, въ ка- 
комъ'либо положети ея, совпадаете сь направленгемъ каса- 
тельной къ тражторги относительнаго двиоюенгя, проведенной 
изъ положенгя точки Ж 

Величина скорости и есть абсолютная величина производи 

ш. йё 

ПОЙ ^, то есть: 



Производння: 

?.=^ЛО,Й=Ш,?, = Ш (191) 

суть скорости^ по положительнымъ направлешямъ осей Е, Г, 2, 
проэвц1й движущейся точки на эти оси. 
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§ 44. Ироэкцш еБорости относвтельнаго движен1я 
на разння направлешя. 

^ * Скорость отноеителБнаго движешя 1зм*Ьряетея т^ми же единица- 
НЕ, вавъ и скорость абсолютнаго движенга. 

Величин]^ скорости и и направленхе относительнаго движен1я точ* 
ки М язображаютъ велячяною и направлен1емъ длиян, проведенно! 
изъ положен1я точки М въ направлен1и относительнаго движен1я (т. е. 
по направлешю касательной къ траэктор1и относительнаго движе*- 
щ|0 и заключающей въ себ'Ь столько единицъ длины и частей ея, 
сколько въ скорости и заключается единицъ скорости и частей ея. 

Эту длину разсматриваютъ какъ изображенхе скорости, при- 
писывая такимъ образомъ скорости относительнаго движен1Я, не- 
только величину, но еще и направлен'ш; какъ то, такъ и другое 
означаютъ однимъ и т'Ьмъ же знакомъ^ и. 

Скорость Ыу изображенную длиною, можно проэктировать на 
разныя нанравлешя и плоскости. 

-5' Проэкцги скорости ошиосгтьельиаго двгююенгя на направо 
летя осей коордииатъ 2, Г, 25 равны скоростямъ проэкщй точки 
М на шгь же оси: т. е. 



и С08 (иЕ) ^ -^ 

«# сое («#У) «* -др 



. (192) 



Величина скорости и можетъ быть выражена сл'Ьдующею фор- 
мулою: ) 



"= + /(§)' + (5 г + (§)*■•■■■ (193) 

• • • 4 

3 • Такъ какъ 6, т;, С суть про9кц1И рад1уса вектора р = ЮМ 
п оси Еу Гу 2, то равенства (192) южно представить еще сл'Ьдую- 
щвмъ образомъ: 



€-нч. 
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мсоз^ 



(„•Я\ — Д(Р С08 ((>!)) ^ 



„ С08 (|*Г) = А(12^) 



• • • 



. . (194) 



П . Подобною же фориуюю выражается проэкщя скорости относи- 
тедьнаго движен1я на всякое направлен1е, неизи'Ьнно связанное съ 
движущеюся средою; въ самомъ Д'Ьл'Ь, если углы, составляемые на- 
правлешеиъ П съ осями Е, Т 2, постоянны, то косинусы этихъ угловъ 
мотуть быть введены подъ знаки производныхъ по времени, а потому: 

и С08 (иЕ) соз (ПЗ) + и сов (|*Г) соз (ПГ ) + и сов (|*2) С08 (П2) = 

а [р С08 (р5) С08 (РЕ) + р С08 (рТ) сов (ПТ) + р соз (р2) С08 (112)] 



ТО есть: 



и С08 («П) = Ш^Ш 



(И 



(195) 



2)* 11родкц1И скорости относительнаго движенхя на неподвижныя 
оси координатъ X, У, 2, выражаются формулами: 



и соз (иХ) 
и соз («I У) = 
г^со8(г^^) = 






(196) 



Е. Если положеше точки М въ движущейся неизм'Ьн11емой сред'Ь 
определяется относительными сферическими координатами р, /*, Ь, 
какъ-то: рад1усомъ ЮМ^=р^ угломъ /*, составляемымъ рад1усомъ 
векторомъ ЮМ съ осью 702 и угломъ Ь, составляемымъ плос- 
костью ЪЮМ съ плоскостью 27(92, то величина скорости отно- 
емтельнаго движешя выразится формулою: 



и 



+ /(1)"+р'(1Г+р'«"УЙ)'>- •(»»') 



\Т\^ни^яв. 
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а проэБщи скорости и на координатныл оси А, В, Г этихъ сфе- 
рическихъ Боординатъ выразятся формулами: 



и С08 (иА) = -^ 
и С08 {иЪ) = р -^ 



аь 



и С08 (^Г) = р 81П (-^ 



(198) 



§ 45. Годографъ скорости относительнаго движешя. 

Для нагляднаго представлешя закона, но которому изм^княется 
величина и направл^вн^е скорости относительнаго движен1я, можно по- 
строить, въ/бемзмъняемов средФ, годографъ скорости этого движешя. 

Для этого надо изъ точки Ю или изъ другой точки, принадле- 
жащей неизм'Ьняемой сред^к, провести рад1усъ векторъ ^0^^, рав- 
ный и параллельный скорости относительнаго движешя; кривая, 
которую описываетъ въ с&^изм'Ьняемой сред'Ь конецъ 11 этого ра- 
Д1уса вектора, есть годографъ скорости относительнаго движешя. 

§ 46. Зная движете неизм^Ьняемой среды и отно- 
сительное двнженхе точки но отношешю къ этой сред*, 
определить абсолютное движенхе точки. 

Если известно движен1е неизм'Ьняемой среды: 






(85) 



и относительное движен1б точки по отношешю къ этой сред^к: 

? = Ш, 'г) = Ш, С = Ш, (182) 



то абсолютное движен1е точки М выразится равенствами. 



х = 
У = 



Хю + 1^Х + Т^[Ая; + ''^'^х ' 

Ую + % + Г[^у + СVу 
^ю + $>^ж + '^^•м + С^, 



(45) 
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въ которнхъ хю^ Ую^ яюу (} ^9 с, суть данная функщн (р н ^, а 

кобннусн Хд; , Ху ^п должны быть внрахенн по формуламъ 

(47 — 55) въ фунщ1яхъ Ф. 

1]ри1г]кръ 26. Неизменяемая плоскость 2Т движется въ плосеости ХУ 
поступательно такимъ образомъ, что точка Ю движется по оси X по 
закону: {^■'^:С^:ь с^.^.■ У^) 

хю = Ш\Ую = ^, ^^'-^- ^^'^ ;->х'-;^"^-'; 

а ось ЮЗ. постоянно совпадаетъ съ направлен1емъ оси X. ^ < у > 

По оси Т, перпендикулярной къ оси 2, движется точка М по закону: 

Абсолютное движен1е точки М по плоскости ХУ выражается равен- 
ствами: 

Прим'Ьръ 27. Неизменяемая плоскость 2Г вращается вокругъ оси 02 по 
закону: 

г^сЬ 9 есть уголъ лОХ. О ' ^ * • '^ • ^ 

Точка М движется по осп 2 по следующему закону: 

71=0 $=Ш). 

Абсолютное движеше точки М выражается въ полярныхъ координатахъ 
р и 9 сл^дующимь образомъ: 

а въ прямоугольвнхъ: 

X = Щ) С08 Ф (О, у = Щ) 81П Ф(«). 

Дримеръ 28. Спед1альный случай примера 26-го: точка Ю колеблется 
по оси X по закону: 

/1(0 = Л С08 е? 

и точка ЛС, въ ея относитедьномъ движеши по отношен1ю къ движущейся 
плоскости, колеблется по оси X по закону: 

Ш) = Ъ С08 {г1 + а). 



\Т\^НЧМЯ6. 
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а проэБщи скорости и на координатныл оси А, В, Г этихъ сфе- 
рическихъ Боординатъ выразятся фориудаии: 



и С08 (иА.) = -^ 
г1 С08 (иВ) = р -^ 



аь 



и С08 (^Г) = р 81П /"-^ 



(198) 



§ 45. Годографъ скорости относительнаго движешя. 

Для нагляднаго представлешя закона, по которому изн^княется 
величина и направлеше скорости относительнаго движен1я, можно по- 
строить, въпГеизмъняемов средФ, годографъ скорости этого движешя. 

Для этого надо изъ точки Ю или изъ другой точки, принадле- 
жащей неизм'Ьняемой сред^к, провести рад1усъ векторъ ^0^^, рав- 
ный и параллельный скорости относительнаго движешя; кривая, 
которую описываетъ въ (Шизм'Ьняемой сред'Ь конецъ 11 этого ра- 
Д1уса вектора, есть годографъ скорости относительнаго движешя. 

§ 46. Зная движете неизменяемой среды и отно- 
сительное двнженхе точки но отношетю къ этой сред*, 
определить абсолютное движете точки. 

Если известно движен1е неизм'Ьняемой среды: 






(85) 



и относительное движен1б точки по отношешю къ этой средЪ: 

? = М0, 'г) = Ш, с = Ш, (182) 



то абсолютное движен1е точки М выразится равенствами. 

^ = ^ю + $>^ж + '^\^' + ^^, 



(45) 
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въ которнхъ хюу Уюу гюу (} ^9 С, суть данная функщн (р и ^, а 

косннусн \х^\у у^р должны быть внрахенн по формудамъ 

(47 — 55) въ фуннц1яхъ Ф. 

1]ри1г]кръ 26. Неизменяемая плоскость 2Г движется въ плосеости XV 
поступательно такпмъ образомъ, что точка Ю движется по оси X по 
закону: {^■•Нб'^'л с^>^);^ У^) 

а ось /1>>^' постоянно совиадаетъ съ направленхемъ оси Л. '^ / ^ 

По оси Т, перпендикулярной къ оси 2, движется точка М по закону: 

г, = т), $ = 0. 

Абсолютное движен1е точки М по плоскости ХУ выражается равен- 
ствами: 

Прим'Ьръ 27. Неизменяемая плоскость 2 Г вращается вокругъ оси О^по 
закону: 

г^сЬ 9 есть уголъ аОХ. « ;? ^' ^^у ' '^ ^ ^ - 

Точка М движется по осп 2 по следующему закону: 

71=0 ?=К0. 

Абсолютное движеше точки ЛС выражается въ полярныхъ координатахъ 
р и 9 сл^дующимъ образомъ: 

р = К<), а = Ф(0; ^-V/^:^'•;:)-.Ь:^^; 

а въ прямоугольвнхъ: 

X = Щ С08 Ф (О, у = Ш) 81П Ф(Л. 

Дримеръ 28. Спец1альный случай примера 26-го: точка Ю колеблется 
по оси X по закону: 

/[{{) = а С08 6? 

и точка М, въ ея относитедьномъ движеши по отношенхю къ движущейся 
плоскости, колеблется по оси X по закону: 

/*а(0 = Ъ С08 {г1 + а). 
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Въ резудьтат']^ получается абсолютное движен1я точки М^ совершаю- 
щееся по аллвпсу: 

^ е|/. ^/>1/./..гб. -^ — 2 С08 а -^ + -^ = 8т а. 

Првм']Ьръ 29. Спещальный случай прим']Ьра 27-го. Вращеше плосвосте 

2Т вокругъ оси 02 совершается равномерно, такъ что 9 = ш^; точка М^ 

въ относительномъ движенш по отношен1ю къ движущейся плоскости, 

.... / ^ колеблетсл по оси 2 и по отрицательному продолжеехю ея по закону: 

:5[С]гсо^ ^ = ^ сов ^о^. 

Легко найдемъ, что траэктор1я абсолютнаго дввжен1я есть окруж- 
I г ^ ность: 

проходящая черезъ точку О и касающаяся оси У въ этой точк^. 
Такихъ прим^ровъ можно привести множество. 

§ 47. С^ть, образуемая положешями траэкторхи от- 
носительнаго движешя въ пространств^^ и траэкторгями 
т'Ьхъ точекъ неизм'Ьняемой среды, которыя находятся 
на относительной траэкторш. 

Не трудно отдать себ'Ь отчетъ въ томъ, вакимъ образомъ точка 
Ж, совершающая относительное движете по траэктор1и относитель- 
наго движешя, начерченной въ неизменяемой сред'Ь, въ то же время 
внчерчиваетъ въ пространств^^ траэктор1Ю движешя абсолютнаго. 

Пусть *',^",<'" . . . суть н-Ьсколько моментовъ движешя; ЭЯх, 
Ш2у Э^з, .... — тФ точки неизм'Ьняемой среды, съ которыми дви- 
жущаяся точка М совпадаетъ въ моменты Ь\ Ь'\ ^'", . . . . ; эти точ- 
ки лежатъ на траэктор1и относительнаго движешя, которая изобра- 
жена на чертеже 71-мъ въ четырехъ различныхъ положешяхъ, за- 
нимаемыхъ ею въ пространств'Ь въ моменты Ь\ ^\ 1^^\ 1'^". Въ каж- 
домъ изъ этихъ положешй м'Ьста вышеозначенныхъ точекъ отм'бченн 
буквами Ш, съ соотв^ктствующими точкамъ значками внизу и соот* 
в'Ьтственными моментамъ времени значками вверху; наприм'Ьръ^ по- 
лосешя точекъ въ пространств'Ь въ моментъ {" отм'Ьчены зна- 
ками: Ш'\^ Ш'\^ Ш"^. Пунктирныя лиши на чертеж'Ь изображаютъ 
траэктор1и, описываемыя точками Ш^ Ш2у Ш^, Ш^^ въ пространств'Ь. 
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Въ жоментъ ^ точка М находится въ совпадеши съ точкою 
9%! неязм'Ьняемов среды, а такъ какъ эта точка занииаетъ тогда поло- 
жете Ш'г^ то зд'ЬсЬ; въ этой точк^^ пространства, находится въ 
этотъ жоментъ и точка ЛГ; положенхе ея означено знакомъ М^. 

Въ течеши прожежутка врежени {I'' — 1^) точка М совершить 
относительное движете по дуг'Ь ЭКхЗ^г относительной тра9ктор1И и 
въ жожентъ I/' совпадетъ съ точкою Ш^ неизж'Ьняежой среды, но 
эта точка, описавъ въ течен1и того же прожежутка времени дугу 
Ш'^В1'\ своей абсолютной траэктор1и, придетъ въ можентъ {'^ въ 
положен1е 9Л"2 въ пространств'^; поэтому, въ этой же точк^к про- 
странства будетъ находиться въ моментъ I;" и точка М; это по* 
ложеше точки М отм'Ьчено знакомъ М'. Такимъ же точно обра- 
зожъ жн найдежъ, что въ моментъ ^'" точка Ж будетъ въ про- 
етранств^к въ положеши М'^' и т. д. 

Такое построен1е можемъ распространить на бол'Ье мелк1е про- 
межутки врежени и тогда получижъ большее число положеши точки 
М въ пространств'Ь; соединивъ полученныя положешя непрерыв- 
ною кривою, получижъ траэктор1ю М^ М^' М"' . . . . абсолют- 
наго движешя точки М. 

Взглянувъ на черт. 74-йу жы видижъ, что наше построен1е даетъ 
нажъ въ пространств'Ь сЬть, образуежую двужя взаимно пересекаю- 
щимися системами кривыхъ лин1й; одна система образуется положе- 
В1ЯМИ9 принимаемыми въ пространстве траэкторхею относительнаго 
движешя, другая система кривыхъ образуется траэктор1ями тЪхъ то- 
чекъ Лёизмъняемой среды, который находятся на траэкторш относи- 
тельнаго движешя; каждому моменту времени ^ соотв^ктствуетъ одна 
кривая первой системы и одна кривая второй системы; первая пред- 
Фтавляетъ положен1е относительной траэкторш въ пространств'Ь въ 
атотъ моментъ, вторая есть траэктор1я, описываемая тою точкою 
неизм'Ьняемой среды, съ которою въ этотъ моментъ совпадаетъ точка 
Ж; на перес'Ьчен1и этой пары кривыхъ лин1й находится въ моментъ 
* точка М\ траэктор1я абсолютнаго движен1я, проходя черезъ вс* 
таше узлы сФти, перес^ккаетъ ее такъ сказать дхагонально. 
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§ 48. Завяеимость кехду скоростями двихешй от- 
носительного и абсолютнато. 

Для опред^^лепя соотношешя между скороетыо абсолютнаго дви- 
жение и скоростью относЕтельнаго движешя точен М, кн возьмемъ 
производная по времени отъ равенствъ (45) параграфа 46-го, причемъ 
мы должны имФть въ ввду, что €, 1Г) и С, будучи Боординатаии 
точки М, суть функщи вреиени. Мы получимъ ел4дующ!я равенства: 

VЧIx,V+V,с^-1{у«,^-Ix;+V,^-СV'3 . . . (199) 

Вторая часть каждаго изъ этихъ равенствъ состоитъ изъ сеии 
членовъ и изъ нихъ сумма первнхъ трехъ въ каждомъ естьвы- 
ражен1б проэкщи, на одну изъ неподвижннхъ осей координатъ, 
скорости относительнато движешя точки Ж (см. равенства 196). 

Суммы посл'Ьднихъ четнрехъ членовъ въ каждомъ изъ равенстаъ 
^'' Г^^-Л 199 тождественны со вторыми частями равенствъ (136) (§81) и 
^ I ' выражаютъ про9кц1и на неподвижный оси координатъ скорости 
\^той точки 9И неизм-Ьняемой среды, съ которою въ разсматрива- 
емый моментъ времени еовпадаетъ точка Ж\ относительныя коор- 
динаты точки ЭК суть постоянныя величины \, ^, С. 

Первыя же части равенствъ (199) суть проакци, на непод- 
вижныя оси координатъ, скорости V абсолютнаго движени точки Ж. 
И такъ предъидущ1я равенства (199) могутъ быть представ- 
лены сл'Ьдующимъ образомъ: 

V С08 {VX) = и С08 {иХ) + V) С08 {^Х) I 
г;со8(|;У) = |*со8(г^У) + г<;со8(г(;5') [; . . (200) 

V С08 (:о2) = и С08 {иТ^) + V) соз (|«;^) 

отсюда сл'Ьдует'ь (см § 32): 

V^='V.-\-'Ш (201) 

~и = '^-^ (202) 
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т. е. скорость абсолютнаго движенгя точки М есть геометри- 
ческая сумма изъ скорости относительнаго движенгя ея по 
<тношенгю къ движущейся неизмгьняемой средгь и изь скоро- 
^шш той точки среды, въ которой точка М находится въ 
разсматриваемый моментъ. 



Обратно: скорость относительнаю двиоюенгя точки М по 



<ъ которою точка М въ разсматриваемый моментъ совпадаетъ. 
Скорость и направлена по касательной къ тра9ктор1Н отно- 
«тельнаго движешя точки* (черт. 74), скорость <(; направлена по 
касательной къ тра9Ктор1Н той точки неизм'Ьняеиой среди, съ ко- 
торою точка М находится въ совпадети въ разсматриваемый мо- 
ментъ и скорость V направлена по касательной къ траэктор1И аб- 
«солютнаго движен1Я. Скорость V есть д1агональ параллелограмма, 
лостроеннаго на скоростяхъ и л ги (см. черт. 74). 



ГЛАВА IV. 

Относительное движен1е неизменяемой среды и скорости точенъ 
м по отношен1Ю нъ другой движущейся неизменяемой средЪ. 

§ 49. Пусть им'Ьемъ два неизм'Ьняемыя т'Ьла: т^Ьло I и т'Ьло 
П; оба ии^Ьютъ какое либо движен1е въ пространств'6. 

Относительное движен1е т-Ьла II по отношен1Ю къ т4лу1 есть 
•совокупность относительныхъ движешй точекъ т-Ьла II по отно- 
шешю къ т'Ьлу I. 

Для общности разсмотр'Ьнхя можно представить себ'6, что разм'Ь- 
рыобоихъ т4лъ неограничены, то есть, что им'Ьемъ, вм-Ьсто тФлъ, дв* 
движущ1яся неизм'Ьняемыя среды I и 11, находящ1яся одновременно 
БЪ одномъ и томъ же неограниченномъ пространств'^, такъ что во 

12* 



отнбшенгю пь неизмп>няемой средп^, движущейся какимълибо ) 
образомъ, есть геометрическая разность между скоростью абсо- ( 
лютнаго движенгя точки М и скоростью топ точки среды, 
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всякой точк'Ь ш пространства, во всяв1й коментъ, находится н^к- 
которая точка 9К среды I и некоторая точка Ж среды П *). 

Относительное движете среды II по отношешю къ сред'Ь I жо- 
хетъ быть разсиотр^но также, какъ было разсмотр^^но въ гдав']^ 
II абсолютное движен1е неизм^^няеиаго т^У[а; причеиъ получатся 
буквально тЬ же самыя теоремы касательно относительнаго дви- 
жен1Я неи8м^няеиаго т^кла^ как1я мы получили для абсолютнаго 
движен1я; между прочимъ мы получимъ сл'Ьдующее: 

Относительное движен1е среды П по отношен1Ю къ сред'Ь I 

можно разсматривать^ какъ результатъ соединеная вращательнаго 

относительнаго. движен1я среды II, вокругъ какой угодно точки 

-Ю ея, съ относите льнымъ поступательнымъ движешемъ, общимъ 

съ относительнымъ движен1емъ этой точки Ю. 

Скорость Б относительнаго движешя всякой точки Ж среды 
П есть геометрическая сумма, составленная изъ относительной ско- 
рости Б,^ точки Ю и изъ относительной вращательной скоро- 
сти в точки Ж вокругъ точки Ю; то есть: 

1=^ + в (203) 

Точки среды II, находящ1яся" на некоторой прямой лин1и, про- 
ходящей черезъ точку Ю, им-Ьготъ относительныя скорости равныя и 
параллельныя относительной скорости этой точки; эта лин1я назы- 
вается мгновенного осьго полюса Ю въ относительномъ движеши сре- 
ды П; мы будемъ ее тш^ящкъ отнсюительною мгновенною <кйт^ 

Отношеше относительной вращательной скорости в точки Ж 
вокругъ полюса Ю къ длип'Ь кратчайшаго разстоян1я Ж^ точки 
Ж до относительной мгновенной оси полюса Ю есть величина оди- 
наковая для вс&хъ точекъ среды II; мы будемъ называть ее от- 
носительною угловою скоростъл} и будемъ обозначать знакомъ \)(7, 
Этимъ же знакомь будемъ обозначать и направлеше мгновенной 
оси или угловой скорости. 

Скорость в направлена перпендикулярно къ плоскости, проведен- 

_^ _^ • 

*) Въ этой гдав'Ь точки 11-й среды мы будемъ обозначать большими бук- 
вами славянскаго алфавита, точки 1-й среды— большими буквами н^мецкащ, 
а точки пространства— малыми буквами французскаго алфавита. 
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ной черезъ точку М и черезъ относительную мгновенную ось по- 
люса Ю. 

Относительння угловня скорости вокругь всЬхъ полюсовъ среды 
равна и параллельны. 

Относительная тптральная мгновенная ось есть та от- 
«осительная мгновенная ось среды П^ относительныя скорости то- 
чекъ которой направлены вдоль по ней. 

§ 50. Зависимость между угловыми скоростями дви- 
тювоА относительнаго и абсолютиаго. 

Угловая скорость абсолютнаго движешя среды II, вообще го- 
воря, не совпадаетъ съ относительною угловою скоростью ни по 
величин^^, ни по направлен1ю; мы опред'Ьлимъ теперь соотношеше 
между этими угловыми скоростями и угловою скоростью абсолют- 
маго движешя среды I. 

Мы условимся обозначать: скорость какой либо точки среды I — 
■буквою гоу вращательную скорость этой точки вокругъ другой точки 
той же среды— буквою № со значкомъ внизу, опред^кляющимъ полюсь 
вращешя среды I. Угловую скорость среды I мы означимъ буквою ш. 

Скорость абсолютнаго движен1Я какой либо точки среды II мы 
<(удемъ обозначать буквою Ж, вращательную скорость абсолютнаго 
движен1я этой точки вокругъ другой точки той же среды — буквою 
5В& со зпачкомъ внизу, опред'Ьляющимъ полюсъ вращешя въ аб- 
солютномъ движен1И среды II. Скорость абсолютнаго движешя опре- 
деленной точки среды П, напрй'Ьръ точки Ю, мы будемъ обозна- 
чать буквою Ж съ соотв^Ьтственнымъ значкомъ внизу, напр. ТГю 
<ееть скорость абсолютнаго движен1я точки Ю. Угловую скорость 
^солютнаго движени среды П мы означимъ буквою 2. 

Мы позвоЛ'имъ себ'Ь, въ видахъ краткости р'Ьчи, говорить: < от- 
яоемтельная скорость >, < абсолютная скорость >; вмЬсто: с скорость 
ютносительнаго движешя >, <скорость абсолютнаго движешя >; точно 
также допустимъ выражеше: «абсолютная угловая скорость >. 

Такъ какъ намъ желательно опред'блить зависимость между угло- 
выми скоростями ш, 9, Щ, то мы возьмемъ полюсы всЪхъ трехъ дви- 
жев1й въ одной и той же точк'Ь пространства; а именно: за полюсъ 



СУ^бЬ. 



— 182 — 



вращев1д въ абсолютномъ движбН1и среды I ма возыемъ ту точку О 
этой среды, которая въ разсиатриваемый моментъ находится въ на- 
чале О неподвджныхъ осей координатъ; за полюсъ вращешя въ абсо- 
лютною движен1я и также въ относительномъ движеши среды П 
иы возьиежъ ту точку О этой среды, которая въ этотъ иоментъ нахо- 
дится въ томъ же начал1^ коордицатъ вм'ЬетЪ съ точкою С 

Мы ояначимъ знаками И^о и Бо абсолютную и относительную- 
ейорЬс!^ точн О I знакоиъ гоо-^аи)^оьп точки С. 

На основаши теоремы, вриведенюй въ § 32, на стр. 125: 

г^^ = г^5о+5о (-04) 

.Й^=;Ж^+ЗВо, . (205) 

потому что абсолютная скорость всякой точки среды I есть геометри- 
ческая сумма вращательной скорости Шо ея вокругъ точки О и ско- 
рости поол'бднёй; 1'очно также абсолютная скорость вс1Гкой точки сре- 
ды П есть геометрическая сумма абсолютной вращательной ско- 
рости ЗВо ©я вокругъ точки О и абсолютной скорости посл4дней. 
На основан1и же равенства (203) относительная скорость вся- 
кой точки среды II есть геометрическая сумма относительной вра- 
щательной скорости в^^ ея вокругъ тотаи О и относительной ско- 
рости последней, т. е.: 

. , Г=б;4Йо. {206} 

Равевства 205 и 206 мы {^рищ'Ьрчъ къ какой либо точцФ- 
Ж среды И, а ршенотво 20^ «а^ тай точк'Ь Ш среды I, кото- 
рая совпадаетъ съ Л. 

На основанш доказанной въ § 48 зависимости между скоро- 
стями абсолютнаго и относительна1:о двджен1й точки, мы им'Ьемъ 
право утверждать сл'Ьдующее: 

Абсолютная скорость ващой точки среды II есть геоме- 
трическая сумма относительной скорости ея по отногиент 
кг средть I и скорости той точки среОы^ /, которая с^ ней 
совпадаете, или: ' 

от$и>ситеАЬная скорость всякой точки среды II еъ относитель- 
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нала движеши ея по отна^иенгю къ средгь I есть геометриче- 
ская разность меоюду абсолютною скорост/ью атой тачки и аб- 
солютною скоростью совпадающей сь нею точки 1-^ среды. 

Прп'Ьня! »то къ точк'Ь М, совпадающей еъ точкою 9№, и 
хъ точк!Ь О, совпадающей съ точкою О, мы подучпъ сд'Ьдую- 
Щ1Я равенства: 

в = ^— ;;; , (207) 

^,= УГо—т (208) 

Изъ равенствъ (206 — 208) сл*дувтъ: 

ТУ — го=ТУи — т + Во, 
жли 



}V— Ж) = ««? — т + Во; 



а отсюда, на основаши равенствъ (204) и (205), получимъ сле- 
дующее соотношен'ш между вращательными скоростями: 

^,=^+Во" (209) 

Это ешвошческое равенство, которое нослужитъ намъ для опре- 
Д'Ьлев^я соотношед1д между угловыми скоростями, выражаетъ, что 
ЯЗо есть д1агональ параллелограмма, построеннаго на №о и Во. 

ВсЪ 8ТИ три скорости суть вращательныя скорости вокругъ 
соотв'Ьтствениыхъ трехъ мгновенныхъ осей Ой, 0^^> и ОШ, прохо- 
дящихъ черезъ одну и ту же точку О; значитъ величины ихъ, 
по формуле 99 стр. 90, равны: 

аВо = 9Г 81П (2Г), Шо = а)Г 81П (шТ), Во = Шг 8Ш (Шт), 

гдЪ Г означаетъ величину и надравлен1е раА1уса вектора, прове- 
деннаго изъ точки О къ совпадающимъ точкамъ Ж ж Ш. 

Направлен1я этихъ скоростей опред'Ьлятся по правилу парагра- 
фа 26: скорость Шо перпендикулярна къ плоскости, проведенной 
черезъ г и С, и направлена слФва на право для наблюдателя, стоя- 
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щаго ногами въ О, головою по направлен1Ю угловой скорости 2, 
и сиотрящаго на точку Ж (Ш); подобннмъ же образомъ оиред'Ь- 
лдются направлешя и другихъ двухъ скоростей, 
г г«аа кй. Г Бслнторости й)о и Во направлены по одной прямой, то скорость 
Шо будетъ равна ихъ сумм^^ или разности, смотря потому, будутъ ли 
им'Ьть П>о и Во одинаковня или прямопротивоположння направлешя. 

Это будетъ для такихъ точекъ Ж (9№'), которыя находятся 
въ плоскости, заключающей об^Ь мгновенння оси 0<а и ОШ, по- 
тому что тогда об* скорости Ь>о и Во будутъ перпендикулярны 
къ этой плоскости ^^ (черт. 75). 

Бъ этой же плоскости будетъ перпендикулярна и скорость 
Шо точки ж и въ ней, следовательно, должна заключаться мгно- 
венная ось 02. 

И такъ есть три , мгновенный от 09, От и ОШ заключа- 
ются еъ одной плоскости. 

Для точекъ плоскости ^^^ заключающихся внутри угла шОШ и 
внутри протдволежащаго ему угла между продолжешями тЪхъ же осей, 
скорости Ь>о и Во им'Ьютъ прямо-противоположныя направлешя. Вну- 
три этого угла слйдуетъ искать т4 точки, скорости которыхъ Шо и 
Во равны и прямопротивопо ложны; такъ какъ скорости 1Во такихъ 
точекъ равны нулю, то он* находятся на мгновение^ оси 09. 

Пусть Жх (Зйх) (черт. 76) есть одна изъ такихъ точекъ; для 
нея »о = Во, то есть: 

Гх ш 81П («ГО = ГхШ 8Ш (ШГх),. 

гд* Г1 означаетъ величину и направлеше радтуса вектора ОЖ^ 
этой точш. 

Такъ какъ направлен1е ОЯ совпадаетъ съ направлешейъ 
0^1 то М8ъ посл*дняго равенства сл*дуётъ: 



Этммъ определяется направлеше 9. 



8ш(й)а) _ 8ш(и;а) Г910^ 
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Чтобн опред^клнть величину &, нн возьиемъ точку ЛгСЭНг)) 
находящуюс! на игновевной оси Ош (черт. 77); вращательная ско- 
роеть % точи Звз, еовпадающей съ точкою ^9а, равна нулЮ; поэтому 
ЗДЪеь СБороетъ 1Во равняется скорости Во, то есть: 

Га9 81П (Г^д) = Г аШ 81П (Г^Ш), 

гд^Ь Га есть величина и направлете радауса вектора ОЖ^; а такъ 
какъ онъ еовнадаетъ съ осью Ош, то изъ посл*Ьдняго равенства 
ехФдуетъ: 

8ап(ш&) 81п((1>и;) 

Присоединивъ сюда предыдущее равенство 210^ иы полу- 
чжиъ формулн: 

8ш (шц;) 51п ((1)9) 8ш (\^)^ ) 



& ш 



(211) 



ш 



на 0€Н0ван1и которнхъ мн иоженъ определить величину и полохеше 
угловой евороети 2 по величинаиъ и направлетянъ другихъ двухъ 
утловнхъ скоростей при помощи одного изъ сл'Ьдующихъ построен1й: 
Еб1и мзъ конца а (черт. 78) дливн Оа^ изображающей угловую ско- 
рость фу провести длину оА, равную и параллельную угловой скоро- 
етк V), изатФмъ соединить Осъ^, то получится треугольникъ ОаА, 
въ которомъ, на основанш равенствъ (211). сторона О А будетъ 
равна & и будетъ составлять со сторонами Оа и ^^1 тЛ же самые 
углы, кав1е составляетъ & съ угловыми скоростями ш и Ш. 

Или можно построить на сторонахъ ш и \0 параллелограммь, 
Д1агональ котораго будетъ представлять величину и направлеше 
угловой скорости 2. 

И такъ угловая скорость абсолютнаго двиоюенгя среды П 
есть геометрическая сумма угловой скорости абсолютнаго дви- 
женгя среды I и уиовой скорости относительнаго движенгя 
среды П по отношенгю къ средгь 1: 

Я = ^ + ^ (212) 
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Угловая скорость относительцаю двиоюенгя среды П по 
отношеит кв средгь 1 есть геометрическая раоность между 
уиовыми скоростями абсэлютнаго движетя Средь Пи, II, 



Ш = д — О) ......... (213) 

* 

Для прим^Ьра представимъ себ'Ь, что среда I, им^Ьющая не- 
подвижную точку О, вращается рашом^рно съ угловой скоростью 
ш вокругь положительной оси ^и что твердое тАло. П, ви^ющеа 
неподвижную точку О, совпадающую съ точкою О, движется иъ 
пространств'Ь, какъ указано въ прии'6р'| 15, а именно: абсолют- 
нал угловая скорость его С им^етъ постоянную величину, состав- 
ляетъ постоянный уголъ р съ осью ^, а плоскость, проходящая 
черезъ мгновенную ось Ой и черезъ ось 02^ равном'Ьрно вра- 
щается вмйст* со средою I вокругъ оси 2. 

) Легко вид-бть, что относительное движете т'Ьла II по отношешю 
къ сред'Ь I будетъ равном'Ьрное вращенхе съ угловою скоростью Ш1, 
равною» геометрической разности у^лов^^Ъг скоростей ^ и ш» .во* 
кругъ оси 02, неизн:Ьш10 связаншйсъ .1-ю средою; это видно даже 
изъ сравненк равенствъ (\ 21) стр. Д06 съ ршенствами (213). 

Пржм'Ьчанае. Докамнная въ наотоягщемь партрафт мг 
еисимоеть междр у^юеыми скоростями сщтедлыва не только 
тогда, колда среды I иД импютъ вращательное движете м* 
крухъ о(^щ^й иеподвижной тв^нкщ но и при калсихшбыто ни 
было с^олютныхъ движеигяхь сре^ I и П. 

§ 51. Зависимость лгбжду положетяки цбнтрал[ь- 
ннхъ'осей. 

Если цен1ральная ось абсолютнаго движёшя среды И не совпкдаё'гъ 
съ центральною осью среды I, то спрашивается, какое йоложен1е, пбот* 
ношешю къ шкшЪу эанимаеть центральвай ось отвосительнаго двйжен1я 
среды II но отаошенхю к*» сред*]^ 12 Разснотр']№1«къ этого мы займвцея 
въ наетоащемъ параграф^:. . 

Пусть сш есть положеше, ааннцае^^е въ простсраш^Ф^в^ цецтрази^рою 
осью движен1я среды I, д\У) — положен1е, занимаемое въ пространстве 
дешральною осью отвосительнаго двяжев1я среды II по отношен1ю къ 
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Чтобн определить величину О, мы возьмеиъ точку ЛзСЭЯа), 
ваходищуюея на мгновенной оси Оа> (черт. ^Т); вращательная ско- 
рость №о точки ЗКз, совпадающей съ точкою Дз/Р&вна нулЮ; поэтому 

■ 

здЪсь скорость ®о равняется скорости Во, то есть: 

ГаО 81П (Г^д) = ГаШ 81П {Х^Щ, 

гд^Ь Г] есть величина и направлен1е рад1уса вектора ОЛ,; а такъ 
хавъ онъ совпадаетъ съ осью Ош, то наъ послЪдняго равенства 
оФдуетъ: 

8111 ((1)0) 81п((|)и;) 

# 

Присоединивъ сюда предыдущее равенство 210^ мы полу- 
чжиъ формула: 

8Ш (шШ) 8Ш (шО) 8Ш (ШО ) 



й и; 



(211) 



О) 



на ошоваши которнхъ мы можемъ определить величину и положен1е 
угловой скорости 2 по величинамъ и направлен1яиъ другихъ двухъ 
угловнхъ скоростей при помощи одного изъ сл^дующихъ построен1й: 
Еели МП конца а (черт. 78) длины Оа^ изображающей угловую ско- 
рость ш, провести длину оА, равную и параллельную угловой скоро- 
сп Шу мзагЬмъ соединить О съ Л» то получится треугольникъ ОаЛ^ 
мъ которомЪу на основаши равенствъ (211). сторона ОЛ будетъ 
равна 8 и будетъ составлять со сторонами Оа и ^^1 гЬ же самые 
углы, как1е составляетъ 8 съ угловыми скоростями ш и Ш. 

Или можно построить на сторонахъ ш и Ш параллелограммъ, 
Д1агональ котораго будетъ представлять величину и направлен1е 
угловой скорости 2. 

И такъ угловая скорость абсолютнаго движенъя среды П 
шпь чеометрическая сумма угловой скорости абсолютнаю дви- 
жемя среды I и уиовой скорости относительнаго движеигя 
среды П по отношенгю къ средгь 7: 

е = ~+"Ш (212) 



\ 
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И такъ должно быть: 

Б^ 81П (Ш2) + Ч){В х) С08 (Ш2) = гСс 81П ((1)2) + й>Х С08 ((1)2), 

откуда: 

в\у) С08 (ша) + х 



х=^ 



О) С08 ((1)2) + Ш С08 (Ша) ' 

гд* 

X = Б^ 8ш (Ша) — 1г?с 8ш ((1)2) (215) 

Такъ какъ: 

2 = (*)С05(а)2) + Шс08(Ш2), (216) 

потому что 2 есть геометрическая сумма остальныхъ угловыхъ скоростей, 
то: 

x^ = ^^с<в{^^) + ^ (217) 

{В — х)й = Вшш{шй) — Ь (218) 

Этими формулами опред'ккяется иоложевхе той точки г, въ которой 
центральная ось гй абсолютнаго движенхя И-й среды перес^каетъ крат- 
чайшее разстояше сд. 

Величина абсолютной скорости Ж точекъ 11-й среды» находящихся 
на центральной оси Ш, равняется проэкц1н на эту ось четырехъ вышеска- 
занныхъ скоростей: 

Щ = ^с С08 ((1)2) + Б^ С08 (Ш2) — Хш 8Ш ((1)2) — 

— (2) — ж)Ш8ш(Ш2); 

въ этомъ выражен1и сократится х^ такъ какъ: 

(1>8Ш((02) = Ш8Ш(Ш2); 
получится же сл'1дующее выражен1е: 

Щ = гос С08 ((1)2) + Ьд С08 (Ш2) — 2)(1) 81П ((02) ..(219) 

Формулы эти значительно упрощаются въ г1хъ случаяхъ, когда ско- 
рости гОе и Бд равны нулю, то есть, когда центральныя оси с*а и д^ суть 
мгновенныя оси простнхъ вращен1й. Тогда положеше точки г опред'к1яется 
форло^лою: 



% 



!]!- ^/ ^^. 



I 
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к Щ С08 (Ц>Й) Г220^ 

'/^1' ш С08 (<ой) ' '^ ' 

а величина скорости 1К| — форнулою: 

ТТ. = _ 2)0) 81П (0)2) (221) 

§ 52. Абсолютныя движенхя об4ихъ средъ совер- 
шаются параллельно одной ненодвижной плосеосте. 
Зависимость между ноложешями мгновенныхъ цент- 
ровъ движешй абсолютныхъ и относительнаго. 

Бели абсолютныя двихенш средъ I и II параллельны одной 
и той же неподвижной плоскости, то и относительное движете 
среды II по отношен! ю къ сред'Ь I параллельно той же плоскости. 

Такое относительное движен1е ии'Ьетъ, въ каждый моментъ 
времени, относительную угловую скорость, перпендикулярную къ 
МбЕодвнжной плоскости, и относительный мгновенный центръ^на 
мой плоскости. 

Пусть сиг суть м'Ьста на той же плоскости мгновенныхъ 
центровъ абсолютныхъ движен1й средъ I и II. 

Неподвижную плоскость^ мы примемъ за пл^скость ХУ; угло- 
вая скорости всЬхъ трехъ движешй будутъ тогда параллельны оси 2, 
ю каждая изъ нихъ можетъ им^Ьть направлен1е положительной или 
отрицательной оси 2] для того, чтобы вывести сразу общее правило, 
1Н условимся подразумевать подъ о, Ш и а проэкцги угловыхъ 
скоростей на положительное направлете оси 2, абсолютныя же 
I величины этихъ угловыхъ скоростей мы будемъ обозначать т*ми же 
буквами въ скобкахъ: (ш), (Ш), (2). Посл^дихл суть величины всегда 
ПоложЕтельныя, а первыя: ш, Ш и 2 суть величины положительныя 
Тогда, когда эти угловыя скорости направлены параллельно положи- 
тельной оси 2] такъ, наприм'Ьръ: если ш и Ш направлены парал- 
лельно положительной оси ^, то ш = + (ш), Щ = + (Ш); если ш на- 
правлено параллельно положительной оси ^, а Ш — параллельно 
отрицательной оси г, то ш = + (ш), Ш = — (Ш), и т. д. 
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Въ результат']^ получается абсолютвое движен1я точки М^ совершаво 
щсеся по эллипсу: 

^ е|/. ^[>ом^1С>. -^ — 2 С08 а -^ + -^ = 8т а. 

Првм']^ръ 29. Слецгальный случай прим'^Ьра 27-го. Враацеше плосеосте 

2Г вокругъ оси 02 совершается равном'Ьрео, такъ что 9 = <о^, точка М^ 

въ относительномъ движенш по отношен1ю къ движущейся алоскости, 

.... / ^ колеблетсл по оси 2 и по отрицательному продолжевш ея по закону: 

Легко найдемъ, что траэктор1я абсолютнаго движен1л есть окруж- 



л 

V/ 



, г _, ность: 



проходящая черезъ точку О и касающаяся оси У въ этой точк*. 
Такихъ прим']^ровъ можно привести множество. 

§ 47. С*ть, образуемая положенхями траэкторш от- 
носительнаго движешя въ пространств^^ и траэБтор1ями 
т'Ьхъ точекъ неизменяемой среды, которыя находятся 
на относительной траэкторхи. 

Не трудно отдать себ'Ь отчетъ въ тоиъ, Бакииъ образомъ точка 
Ж, совершающая относительное движете по тра9БТор1и относитель- 

"^6 пук*! и-^^и^'^Ь 

наго движешя, начерченной въ неизи^^няемой сред'Ь, въ то же время 
Бычерчиваетъ въ пространств'Ь траэБтор1Ю движешя абсолютнаго. 
^ Пусть <',*'',<"' . . . суть несколько моментовъ движешя; Ш?!, 

3^2, ЗГОз, .... — т* точки неизм'Ьняемой среды, съ которыми дви- 
жущаяся точка М совпадаетъ въ моменты <', {'\ 1"'^ . . . . ; эти точ- 
ки лежатъ на траэктор1и относительнаго движешя, которая изобра- 
жена на чертеж^^ 74-мъ въ четырехъ различннхъ положешяхъ, за- 
нимаемыхъ ею въ пространств'Ь въ моменты ^', 1^'^ 1^'\ Ь"^^. Въ каж- 
домъ изъ этихъ положешй м'Ьста вышеозначенныхъ точекъ отм'бчены 
буквами Ш, съ соотв'Ьтствующими точкамъ значками внизу и соот* 
в'Ьтственннми моментамъ времени значками вверху; наприм'Ьръ, по- 
10!вешя точекъ въ пространств'Ь въ моментъ 1^' отм'Ьчены зна- 
ками: Ш^г, Ш'\у Ш'\. Пунктирныя ЛИН1И на чертеж'Ь изображаютъ 
траэктор1и, описываемня точками Ш?!, Э^г? ЗЮз, ^^, въ пространств'Ь. 



г/7- 
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Въ жоментъ ^ точка М находится въ еовпадешн съ точкою 
901 неизм^Ьняемой среды, а такъ какъ эта точка занишмтъ тогда поло- 
жвН1е 992'19 то зд'ЬсЬ; въ этой точк^Ь пространства, находится въ 
этотъ моментъ и точка М] положеше ея означено знакомъ М^. 

Въ течеши промежутка времени {I'' — 1^) точка М совершить 
относительное движен1е по дуг'Ь ЭЯ1ЗЮ2 относительной траэктор1н и 
въ моментъ I/' совпадетъ съ точкою Ш^ неизм^Ьняемой среды, но 
эта точка, ооисавъ въ течен1и того же промежутка времени дугу 
ЗВ'зЗЮ'', своей абсолютной тра9ктор1И, придетъ въ моментъ I'' въ 
положеше Ш''2 въ пространств'Ь; поэтому, въ этой же точк^Ь про- 
странства будетъ находиться въ моментъ I" и точка М; это по- 
ложеше точки М отм'Ьчено знакомъ Ж'^ Такимъ же точно обра- 
зожъ мн найдемъ, что въ моментъ Ь^" точка М будетъ въ про- 
странстве въ положеши М'^' и т. д. 

Такое построеше можемъ распространить на бол'Ье мелк1е про- 
межутки времени и тогда получимъ большее число положенШ точки 
М въ пространств'Ь; соединивъ полученныя положен1Я непрерыв- 
ною кривою, получимъ траэктор1ю М' М" М"' . . . . абсолют- 
наго движешя точки М. 

Взглянувъ на черт. 74-й, мы видимъ, что наше построен1е даетъ 
намъ въ пространств'Ь сЬть, образуемую двумя взаимно пересЬкаю- 
цмжмся системами кривыхъ лин1й; одна система образуется положе- 
нкмм, принимаемыми въ пространстве тра9ктор1ею относительнаго 
двмжешя, другая система кривыхъ образуется тра9ктор1Ями тЪхъ то- 
чекъ/беизмъняемой среды, которыя находятся на траэкторш относи- 
тельнаго движешя; каждому моменту времени I соотв'Ьтствуетъ одна 
кривая первой системы и одна кривая второй системы; первая пред- 
сгавляетъ положен1е относительной траэкторш въ пространств'Ь въ 
этотъ жоментъ, вторая есть траэктор1я, описываемая тою точкою 
неизменяемой среды, съ которою въ этотъ моментъ совпадаетъ точка 
М] на перес'Ьчен1и этой пары кривыхъ лиши находится въ моментъ 
I точка М] тра:^ктор1я абсолютнаго движен1я, проходя черезъ всЬ 
тапе узлы сЬти, пересЬкаетъ ее такъ сказать д1агонально. 

V 12 
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§ 48. Зависимость между скоростями движешА от- 
носительнаго и абеожютнаго. 

Для опред*лен1Я соотношешя между скоростью абсолготнаго дви- 
жен1л и скоростью относительнаго движетя точки Му иы возьиеиъ 
прожзводншЕ по врбИбЕИ отъ равбнствъ (45) параграфа 4:6-го, причеиъ 
ин должны им^Ьть въ виду^ что ё, 7) и С, будучи координатаии 
точки Му суть функщи вреженж. Мы получииъ сл'Ьдующтя равенства: 

У=[уЧад+>Л+[у'-+У^^+^. + Су^^ . . (199) 

Вторая часть каждаго изъ этихъ равенствъ состоитъ изъ семи 
членовъ и изъ нихъ сумма первыхъ трехъ въ каждомъ есть вы- 
ражен1е проэкцш, на одну изъ неподвижныхъ осей координатъ, 
скорости относительнаго движетя точки Ж (см. равенства 1 9 б). 

Суммы послЪднихъ четырехъ членовъ въ каждомъ изъ равенствъ 
Току1^ 199 тождественны со вторыми частями равенствъ (136) (§ 31)и 
/ выражаютъ проэкц1и на ненодвижныя оси координатъ скорости 
УуГтой точки 2Й неизменяемой среды, съ которою въ разсматрива- 
емый моментъ времени совпадаетъ точка Ж\ относительныя коор- 
динаты точки ЭК суть постоянный величины \, ^, С. 

Первый же части равенствъ (199) суть проэкци!, на непод- 
вижный оси координатъ, скорости V абсолютнаго движешя точки Ж 
И такъ предъидущ1я равенства (199) могутъ быть представ- 
лены сл'Ьдующимъ образомъ: 



V С08 (г;Х) = и со8 {иХ) + у) соз (г(;Х) 
I; С08 (^ У) = г^ С08 (|^ У ) Н- г(;со8(|(?5') 

V С08 (у)2,) = и С08 (1Л2й) + V) С08 (^^) 



; . . (200) 



отсюда сл'Ьдует'ь (см § 32): 



г; = г/. + м; 



(201) 
(202) 
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Т. 6. скорость абсолютнаго движенгя точки М есть геометры- 
меская сумма изъ скорости относительнаго движенгя ея по 
<тнои^енгю къ движущейся иеизмтьняемой средть и изъ скоро- 
€шш той точки среды, въ которой точка М находится въ 
разсматриваемый моментъ. 

Обратно: скорость относительнаю двиоюенгя точки М по 
отнвшенш нъ неизмтьняемой средть, движущейся какимглибо 
о^азомъ, есть геометрическая разность между скоростью абсо- 
лютнаго двиокенгя точки М и скоростью той точки среды, 
'Сь которою точка М въ разсматриваемый моментъ совпадаете. 

Скорость ц направлена по касательной къ тра9Ктор1И отно- 
«ительнаго движен1Я точки (черт. 74), скорость ^ю направлена по 
касательной къ траэкторхн той точки неизн'Ьняеюй среди, съ ко- 
торою точка М находится въ совпадети въ разсматриваемый мо- 
ментъ и скорость V направлена по касательной къ тра9ктор1И аб- 
солютнаго движен1Я. Скорость V есть дтагональ параллелограмма, 
лостроеннаго на скоростяхъ и ж го (см. черт. 74). 



ГЛАВА IV. 

Относительное движен1е неизменяемой среды и скорости точенъ 
«я по отношен1Ю нъ другой движущейся неизменяемой средЪ. 

§ 49. Пусть им'Ьемъ два неизм'Ьняемыя т'Ьла: т'Ьло I и т'Ьло 
П; оба им'Ьютъ какое либо движенхе въ пространств'^. 

Относительное движен1е т'Ьла II по отношен1Ю къ т4лу I есть 
«совокупность относительныхъ движен1й точекъ т'Ьла II по отпи- 
шет ю къ т'Ьлу I. 

Для общности разсмотр'Ьн1я можно представить себ'Ь, что разм'Ь- 
рыобоихъ т-Ьлъ неограничены, то есть, что им'Ьемъ, вм'Ьсто т'Ьлъ, дв-Ь 
движущ1яся неизм'Ьняемня среды I и II, находящ1яся одновременно 
Бъ одномъ и томъ же неограниченномъ пространств'Ь, такъ что во 

12* 
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всякой точБ'Ь ш пространства, во всякИ моментъ, находится н'Ь-' 
которая точка 9К среды I и некоторая точка Ж среды П *). 

Относительное движете среды II по отношешю къ сред'Ь I но- 
жетъ быть разсиотр^но также, какъ было разсмотр^^но въ гдав-б 
II абсолютное движен1е неизм'Ьняемаго т-Ьла; причемъ получатся 
буквально тЬ же саиыя теоремы касательно относительнаго дви- 
жешя нензи'Ьняеиаго т'Ьла^ каюя мы получили для абсолютнаго 
движешя; между прочииъ иы получииъ следующее: 

Относительное движен1е среды П по отношен1Ю къ сред'Ь I 

можно разсматривать^ какъ результатъ соединешя вращательнаго 

относительнаго. движешя среды П, вокругъ какой угодно точки 

-Ю ея, съ относите льнымъ посту пательнымъ движешемъ, общимъ- 

съ относительнымъ движен1емъ этой точки Ю. 

Скорость Б относительнаго движен1Я всякой точки Ж среды 
П есть геометрическая сумма, составленная изъ относительной ско- 
рости Б,^ точки Ю и изъ относительной вращательной скоро- 
сти в точки Ж вокругъ точки Ю; то есть: 

^=1^ + в (203) 

Точки среды II, находящ1яся* на некоторой прямой лиши, про- 
ходящей черезъ точку Ю, им'Ьютъ относительныя скорости равныя и 
параллельный относительной скорости этой точки; эта лин1я назы- 
вается мгновенною осью полюса Ю въ относительномъ движенш сре- 
ды II; ны будемъ ее называть относительною мгновенною оську, 

Отноше11е относительной вращательной скорости в точки Ж 
вокругъ полюса Ю къ длин'Ь кратчайшаго разстоян1я Ж^ точки 
Ж до относительной мгновенной оси полюса Ю есть величина оди- 
наковая для всЬхъ точекъ среды II; мы будемъ называть ее от- 
носительною угловою скоростью и будемъ обозначать знакомъ Ш. 
Этимъ же знакомъ будемъ обозначать и паправлеше мгновенной 
оси или угловой скорости. 

Скорость в направлена перпендикулярно къ плоскости, проведен- 

• 

*) Въ этой глав-Ь точки 11-й среды мы будемъ обозначать большимм бук- 
вами славянскаго алфавита, точки 1-й среды — большими буквами н^медкагс^ 
а точки пространства— малыми буквами французскаго алфавита. 



1У^ 49/0. 
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яой черезъ точку Л и черезъ относительную мгновенную ось по- 
люса Ю. 

Отноентельння угловыя скорости вокругъ всЬхъ полюсовъ среды 
|ми1нн и параллельны. 

Относительная тнтральная мгновенная ось есть та от- 
«осительная мгновенная ось среды П, относительныя скорости то- 
чекъ которой направлены вдоль по ней. 

§ 50. Зависимость между угловыми СБоростями дви- 
жешИ относительнаго и абсолютиаго. 

Угловая скорость абсолютнаго движетя среды II, вообще го- 
еоря, не совпадаетъ съ относительною угловою скоростью ни по 
величин1Ь, ни по направлен1ю; мы опред1Ьлимъ теперь соотношен1е 
между этими угловыми скоростями и угловою скоростью абсолют- 
даго движен1Я среды I. 

Мы условимся обозначать: скорость какой либо точки среды I — 
-буквою «;, вращательную скорость атой точки вокругъ другой точки 
той аке среды — буквою № со значкомъ внизу, опред'Ьляющнмъ полюсь 
вращешя среды I. Угловую скорость среды! мы означимъ буквою ш. 

Скорость абсолютнаго движен1я какой либо точки среды П мы 
4(удемъ обозначать буквою ТГ, вращательную скорость абсолютнаго 
двмжен1я дтой точки вокругъ другой точки той же среды — буквою 
ЯВ со зоачкомъ внизу, опред'Ьляющимъ полюсъ вращешя въ аб- 
солютномъ движен1И среды II. Скорость абсолютнаго движенхя опре- 
дкхенпой точки среды П, напрйк^Ьръ точки Ю, мы будемъ обозна- 
чать буквою Ж съ соотв'Ьтственнымъ значкомъ внизу, напр. ТГ^ 
4)бть скорость абсолютнаго движен1я точки Ю. Угловую скорость 
абсолютнаго движени среды II мы означимъ буквою 2. 

Мы позвоЛ'имъ себ'Ь, въ видахъ краткости р'Ьчи, говорить: < от- 
ноемтельная скорость >, < абсолютная скорость ^^ вм1Ьсто: с скорость 
•отноемтельнаго движен1я > , < скорость абсолютнаго движенхя > ; точно 
также допустимъ выражен1е: «абсолютная угловая скорость >. 

Такъ какъ намъ желательно опред'Ьлить зависимость между угло- 
выми скоростями ш, 2, Щ, то мы возьмемъ полюсы всЬхъ трехъ дви- 
женШ въ одной и той же точк'Ь пространства; а именно: за полюсъ 
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тангенсы утювъ, составляемнхъ ев осью У касательными къ точканъ этихъ 
вривыхъ, выражаются формулами:* 

ТраэБторхи эти, смотря по величин'1 и знаку отношен1я а : р, могутъ 
им^ть различный характеръ. 

Если а и ^ им-^^ютъ одинаковые знаки, то вс^ кривыя нроходятъ че- 
резъ начало координатъ. 

При а = р ъс^ он1} суть прямыя линш, проходялця черезъ начало коор- 
динатъ. 

При -^ > 1 веЬ кривыя касаются оси У въ начале координать, такъ 



какъ при 5 =0 или 1^ = последняя формула даетъ 1д(кУ) = 0у если 

только-^ > 1. Ъо/^ кривыя, направляясь въ безконечность, приближаг 
ются къ параллельности съ осью X. Общхй характеръ траэкторИ для 
-5- > 1 таковъ, какъ на чертеж* 88^ гд-Ь представлены траэкторш для 

"=2 



Р 3 

При -^ > 1 вс]^ кривыя касаются въ начал* координатъ къ оси 2 

(X 

и направляются въ безконечность параллельно оси У; обпцй характеръ пО'» 
добенъ изображенному на чертеж* 89. 

Кривыя не проходятъ черезъ начало координатъ, если а и ^ им*ютъ 
различные знаки, он* ассимптотически приближаются къ осямъ коорди- 
натъ, подобно систем* равнобочныхъ гиперболъ, представленной на чер- 
теж* 90. 

§ 55. Зная движете изменяемой среды и абсолют- 
ное движете точки, определить относительное дви- 
жете ея по отношенш бъ этой средф. 

Знаше относительнаго движешя точки М по отношен1ю къ движу- 
щейся изм*няемой сред* должно состоять въ томъ, чтобы мы могли ука- 
зать, съ какою точкою среды совпадаетъ точка М въ любой моментъ дви- 
жен1Я. 

Бели намъ изв*стно движенхе н*которой изм*няемой среды, выражен- 
ное формулами (227), и абсолютное движенхе точки Ж, выраженное фор- 
мулами (1) стр. 6, то мы можемъ опред*лить относительное движенхе точки М 
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по отнсппенш къ этой сред^Ь, то есть мы моавемъ определить: начажьння 
координаты (Ц, Ъоу Со "гой точи Шо среды, съ которою точка М совпа- 
даетъ въ мокентъ <=0 (начальный), начальныя координаты их, Ь], С^ той 
точки Ш| среды, съ которою М совнадаетъ въ моментъ ^^^' и вообще ва- 
чажьння координаты От, Ьт, Ст той точки ш^ среды, съ которою точка М 
оопоадаетъ въ иоментъ ^ = т. 

Вепчнны От, Ьт, Ст опред'кится изъ нжжесл^дующихъ равенствъ, вы- 
ражаюощхъ, что въ иоментъ т координаты точки М равняются координа- 
тамъ точки Шт. 



/;(х) = 3^1(^»Ьт,Ст,х) 

/^(•с) = е?2 (ат, Ьт, Ст, т) 

/'зС'с) = 3^3 (<^т, Ьт, Ст, т) 



(231) 



Величины От, Ьт, Ст определятся изъ этихъ равенствъ въ функ- 
ц|дхъ т: 

От = ср1(т), Ьт = ^аМ? Ст == <рзМ (232) 

Эти выражещя применимы ко всякому моменту движен1я и могугь 
быть раэематриваемы какъ еыраженгя относгипельнаго движетя; по ис* 
ключенш изъ нихъ.временит, мыполучимъ два уравненк кривой лиши, со- 
единяющей начальныя положен1я вс^хъ точекъ среды, черезъ которыя 
пройдеггъ точка М во время движешя; зга кривая представляетъ положенге, 
которое гшлетъ въ моментъ ^ = траэкторгя относителлмаго движетя 
точней М. 

Пояснимъ сказанное примеромъ. 

Прим^ръ 34. Движеше среды совершается, какъ указано въ примере 
' 80-мъ, абсолютное же движен1е точки М происходитъ равномерно по пря- 
мой лиши АВ (черт. 91) и весь путь совершается ею въ теченш времени Т, 
т1къ что движеше выражается следующимъ образомъ: 

2^—1 ), у=(ж + а)— ,»^8? = 0, г. /г... ь. 

Въ эюмъ случае равенства (231) получать следующ1й видъ: 

а (2 ^ - 1) = о, Ц^^1 = 6 + 5(1- ( ^)>,^;ё?9.(233) 

'#л-лф<сд4:,^;51;-бГ|'-Тг--- '■••; • "'•'■• ' ■■• ■■ ^■'-^'': '■ '•• 






»' . •ч ■.* • 1 .■ '^" »"•,■■■ : ^; 
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Жзъ нихъ получимъ выражен1я (232), воторня зд'Ъсь будутъ сл^- 

а = а(2^— I), Ь=2^(Ь — 2^5т(1 - ^) ), с = 0. 

\ п ^ > 6 По исключенш изъ нихъ, или лучше' прямо изЪ равенствъ (233), вре- 
мени т, 1ш получимъ сл'Ьдующее уравнеихе траэктор1и относитедьнаго дни- 
жешд въ начальномъ положеши: 

Ь-=(1+|){а-?(1_й)')}.... 

''о ^С' ! ''Г-- ^^ чертеж* 91 лин1я Л 1^'2° 8® 4<» 5® 2) изображаетъ эту кривую для 
того случая, когда ВТ=^-^Ь. 

§ 56. С4ть, образуемая положенхями въ простран- 
ств* траэкторш относительнаго движешя и траэкто- 
Р1ЯМИ т4хъ точекъ среды, которыя находятся на 01^ 
ноеительноЁ траэБтор1Е. 

Траэктор1я относительнаго движешя есть кривая изм']^няемаго вида, 
движущаяся и деформирующаяся вм']^ст* со средою; въ предвдущемъ § 
мы показали, вакъ составить уравнен1я положеь1я ея въ начальный ]|1Ь 
ментъ, теперь мы покажемъ, какъ составить уравнен1я полож<ен1я ея въ 
какой либо моментъ Ь движешя. 

Во всяшв моментъ ^ относительная тра9ктор1я образуется т^ия же 

точками Шо, Шх, ПТа Шт, среды, по которнмъ она проходить въ 

моментъ ^ = 0; движенге же этихъ точекъ определится по формуламъ (227), 
если въ нихъ подставить начальныя координаты этихъ точекъ; такъ движе- 
те точки Шт выразится сл'Ъдующими формулами: 

5 = !?1 (^хС*^), ?2(х), <рз(т), I) 

^ — ^2 (91('^\ ?2(х), УзСт), <) 

Ь =^ 5зЫх), сраСх), Фз(т), е) 



, . . . . (234) 



если въ нихъ разсматривать т — какъ величену постоянную, а ^ — какъ 
переменную; по исключенш времени I изъ нихЪ; мы получимъ два урав- 
нен1я: 

©!($, ^, 3, ') = О, в,(5, »,, а,т) = О , . . . . (235) 

траэктор1и, описываемой точкою Шт* 
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БЗедя, оставивъ въ равсиствахъ (234) ( постоянвымъ, будемъ давать т 
раажичнж значен1я отъ т =0, соотв'Ьтсвующаго началу двнжен1я, до т, со- 
0!ПгЬтствую1цаго концу его, то эти равенства будух'ь давать наиъ коорди- 
наты, вотория и]гЬютъ въ иоиентъ ^ различныя точки Шо, Ш], Ша^ 

Шг среды, находящ1яся на траэвторш относительнаго движен1я; ис- 

иючивъ, поэтому, величину т изъ равенствъ (234), иы должны будемъ по- 
лучить уравнешя кривой дин1И, проходящей черезъ так1Я положен1я вс^Ьхъ 
апжъ ТФчекъ; это и будутъ уравнен1я: 

Ф1($, Ь Ь, О = О, Ф,(х, 5?, 8, о = о, ... . (236) 

положешя, занимаемаго траэкторгсю относительнаго движен1я въ мо- 
ментъ ^ 

Самыя же равенства (234), при постоянномъ ^ и перем']^нномъ т, вы- 
раакаютъ то абсолютное движете, которое им'кка бы точка Ж, если бы 
среда оставалась неиодвижно и неизм^^нно въ томъ самомъ положен1и, ко- 
торое она им']&етъ въ моментъ ^ при д^^йствительномъ движенш ея, и если 
бы притомъ точка М вполн'Ь сохранила свое относительное движенхе, то 
есть если бы она совм']^щалась, въ этомъ предполагаемомъ движеши, 
со всякою изъ точекъ Шх въ тотъ самый моментъ т, въ который она со- 
вмещается съ нею въ д']Ьйствительвомъ движен1и. 

Такимъ образомъ выходить, что равенства (234) им'^&ютъ двойное зна- 
чеше. 

Если дать т какое либо постоянное значенге^ то равенства (234) 

б^^дутъ выражать движете той точки Шт среды^ съ которою совмп- 

щается точка М въ моментъ т; уравненгя (235) выражаютъ траек- 
торш этой точки Шт. 

Если дать I какое либо постоянное значенге^ то равенства (234) 
будутъ выражать двгиисетСу которое совершила бы точка М, еслгь бы 
она сохранила свое относительное движете по отношетю къ средгь^ 
приведенной съ самаго начала деиженгя въ неподвглжное положенге— 
тождеетвниое съ ттьмц которое среда эта имгьетъ въ моментъ Ь 
деиженгя ея; уравненгя (236) выражаютъ тражторт^ которую описа^ 
ла бы точка М при этомъ движенш; эта кривая представляетъ по- 
Аоженье,^ занимаемое тражторгею относительнаго двгсжетя въ мо- 
ментъ I, 

Каждому моменту т соотв-Ьтствуетъ кривая (235) и каждому моменту 
I соотв^тсвуетъ кривая (236). 

Если давать т въ уравнен1яхъ (235) всЬ значешя отъ т = О до т = Т 
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Друг1б случаи того же рода представлены схеиатически на 
чертежахъ 84, 85, 86. 

Если угловыя скорости ш и Ш им*ютъ противоположные знаки 
и равныя абсолютныя величины, то предыдущ1Я формулы даютъ 0=0 
и положеше точки г въ безконечности; можно непосредственно по- 
казать, что въ этомъ случа'Ь абсолютныя скорости всЬхъ точекъ 
среды П им'Ьютъ равныя величины и направлешя, перпендику- 
лярныя къ ЛИН1И сд. 

Въ этомъ случа* треугольникъ Жв$Ш (черт. 87), образуемый 
скоростями Ш, в, ав всякой точки Жу подобенъ треугольнику дМс 
и сходственныя стороны ихъ взаимно-перпендикулярны; дМстви- 

тельно: скорость в равна произведенш (^)Мд и перпендикулярна 
къ Жд, а скорость № равна произведен1Ю (ш) Же и перпенди- 
кулярна къ Же , поэтому уголъ аВвЖ равенъ углу сЖд и при- 
лежащ1Я къ этимъ угламъ стороны находятся въ пропорц1и: 



— = = = (-) = (Ш); 



следовательно, также и сторона Лж перпендикулярна къ сторо- 
н'Ь ^с, а отношен1е ихъ длинъ находится въ той же пропорц1И, поэтому: 

т = М'дс (226) 



ГЛАВА V. 

Относительное движеже точки по отношен1Ю нъ движущейся 

изменяемой средЪ. 

§ 53. Представимъ себ'Ь движущуюся изм'Ьндемую среду, ко- 
торая деформируется при движеши какимъ бы то ни было обра- 
зомъ, съ соблюден1емъ однако того уелов1я, чтобы всякая непре- 
рывная лишя, проведенная въ какой либо моментъ движешя че- 
резъ точки среды, оставалась непрерывною-же во все время движешя. 
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Въ то время, вавъ среда эта деформируется и движется въ 
пространств'Ьу въ немъ совершаетъ абсолютное движен1е нЪеото- 
рая точка Ж, посторонняя сред:Ь. 

Относительное движен1е точки М по отношен1Ю къ изменяе- 
мой сред:Ь есть переходъ ея черезъ точки средн^ совершающ1й^, 
съ течешемъ времени, посл'Ьдовательно и непрерывно. 

ЛинхЯу проведенная черезъ вс% гЬ точки среды, съ которыми 
точка М совпадаетъ при движен1и, есть траэкторгя отяоситель" 
наго двиокенгя течки М по отношенгю кь измгьняемой средть. 
Если представить себ'Ь, что эта кривая проведена до начала движе- 
Н1Я, то, во время самаго движен1я среды, она не только будетъ из- 
менять свое положен1е въ пространстве, но также и свой видъ, по- 
тому что среда, точки которой образу ютъ эту линш, деформируется. 

§ 54. Аналитическое выражеше движешя измгьня- 
емой среды. Траэкторш точгекъ ея. 

Точки изм']&няемой среды мы условимся обозначать малыми буквами 
н1мецкаго готическаго алфавита, итрпжкръ: т^, тп,,... 

АбсолЕОТныя координаты этихъ точекъ будемъ обозначать буквами: 
Т» % § того же алфавита; значки внизу, съ правой стороны буквъ, будутъ 
^Фказывать, какой именно точк*!} среды принадлежать координаты, напри- 
:Нкръ: )С4, 1^1, ^1 суть координаты точки гп!, х^, ^з, ^з— координаты точки гпз, 
т. д. 

Абсолютный координаты этихъ-же точекъ въ н'Ькоторый моментъ ^о> 
^^^оторнй мы можемъ принять за начальную эпоху, мы будемъ обозначать 
сукнами а, Ь, С со значками, соответствующими точкамъ; наприм'Ьръ: 
[} Ьх, С1 суть координаты точки Ш! въ моментъ ^о? С12, Ьг, Сг — коорди- 
точки Ша въ тотъ-же моментъ ^^, мы будемъ называть эти коорди- 
начальиыми координатами точекъ системы, самый моментъ — на- 
'^млшимъ момеитомъ движетя среды, 

Движен1е изм^&няемой среды будетъ намъ известно, если им']&емъ воз- 
зюжность перейдти отъ начальныхъ координатъ а, Ь, С всякой точки среды 
къ координатамъ ея )г, 9) ) въ любой моментъ времени; для этого необхо- 
димо, чтобы )г, 9) Ь ^Ь1ли выражены изв']^стными намъ функщями началь- 
НБЕхъ координатъ а, 6, С и времени (^ — ^о): 

13 



к 
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$ = Э1(а,Ь,с,* — д| 
^=3^.(а,Ь,с,*-«о) (227) 

Большею частью будемъ полагать: ^^=^0, 
^ Эти три равенства аналитически выражаютъ движенхе всей среды. 
Чтобы получить движете определенной точки (шО среды, надо подставить на- 
чальный координаты ея (а^, Ь^, сО въ эти выражешя; по исключеши изъ 
нихъ времени ^ или {^—(о), мы получимъ два уравнешя траэктор1и, описы- 
ваемой точкою ш^ въ пространстве. 

Приводимъ несколько примеровъ движенШ изменяемой среды, выра- 
женныхъ подобными формулами. 

Прим^ръ до. Движущаяся среда заключается между двумя параллель- 
ными плоскостями: х = + а и а?=: — а, такъ что по направленхю оси X 
среда им^еть толщину 2а, въ прочихъ же измерешяхъ размеры среды без- 
предельны. 

Движен1е среды совершается слфдующимъ образомъ: (^■'^Ч) 

5 = а,^ = Ь-Ь5(1--^)г,а = С; . . . (228) 



л 
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X 10 есть точки среды совершаютъ движен1я по лин1ямъ, пераллельнымъ оси У, 
притомъ различный точки, находящ1яся на одной лиши перпендикулярной 
къ плоскости ХУ, совершаютъ одинаковое движете. Каждая точка дви- 
жется равномерно со скоростью. 



* (> - й. 



величина которой зависитъ охъ разстоян1я а точки до плоскости У2\ наиболь- 
шею скоростью В обладаютъ точки среды, находящ1яся въ этой плоскости; 
точки же, находящ1яся въ плоскостяхъ х = :^1а, неподвижны. 

Примерь 31. Движущаяся среда заключается между двумя круговыми 
цилиндрическими поверхностями, имеющими общую ось; внутренняя по- 
верхность имеетъ раддусъ В^, наружная — ^2^. 

Движете точекъ среды происходитъ по следующему закону: 
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гдЪ 1*^ Ь, ^ суть вруюво-цщиндричесБгя кординатн какой-либо точки сре- 
ди въ номснтъ 1у а Х^\ Ь", ^ — так1я же координаты этой точки въ на- 
чальный меиентъ. 

Примерь 32. Движущаяся среда заключается внутри круговой цилин- 
дрической поверхности рад1уса Щ всЬ точки движутся параллельно оси 
поверхности, такъ что координаты % \\ \) иля г и Ь остаются постоян- 
ными; законъ движев1я сл'Ьдующ1й: 

Здк^ь наименьшую скорость им'Ьютъ гЬ точки среды, которыя нахо- 
дятся на самой поверхности, наибольшую—точки, находящ1яся на оси по- 
верхности; первыя им^ютъ скорость а, иосл']&дн1я (а+С), 

Прям^ръ 33. Среда безгранична по ъ(Ажъ направленхямъ; движен1е ея 
совершается по сл']^дующсму закону: 

5 = ое", ^ = 6еР', а = се^', (229) 

тд^& а, р, 7 суть величины иостоянныя. 

По исключен1и времени изъ этихъ равенствъ, мы получимъ урав- 
иен]я: 

(#=(|-У^=(|А (230) 

обрапц1ЮЩ1яся въ уравнешя траэктор1и какой угодно точки среды, если 
Аъ нихъ вм']^то а, Ь, С подставить начальныя координаты этой точки. 

Каковы бы ни были коэфиц1энты а, р, 7) ^о если они конечны, то изъ 
равенствъ (229) и (230) видно следующее: 

Точка среды, находящаяся въ начал*!} координагь, остается въ поко^. 

Точки среды, находяпцяся на осяхъ координатъ въ начал*]^ движен1я, 
остаются на нихъ во время движенк; каждая такая точка движется по 
своей оси, которая ей служить траэкторхею. 

Точки среды, находящ1яся въ плоскостяхъ координатъ въ начал*! дви- 
жешя, не выходятъ изъ своихъ плоскостей и во время движешя; напри- 
м^ръ: если 1 = 0, то 5 = для всякаго I. 

Траектор1и точекъ, находящихся въ плоскости ХУ, выражаются урав- 
вешемъ: 



=«(!) 
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тангенсы угювъ, ооставляемыхъ ев осью У касательными къ точванъ этихъ 
крпвыхъ, выражаются формулами: 

1 . Л ^ 



Траэктор1и эти, смотря по величин^^ и знаку отношенхя а : р, могутъ 
им']&ть различный характеръ. 

Если аир им^^ютъ одинаковые знаки, то вс']Ь кривыя проходятъ че- 
резъ начало координатъ. 

При а = р вс^ он']^ суть прямыя лин1и, проходяпця черезъ начало коор- 
динатъ. 

При -^ > 1 всЬ кривыя касаются оси У въ начале координать, такъ 

какъ при 5=0 или ^ = О последняя формула даетъ 1д{к У) = О, если 

только-^ > 1. Вс']^ кривыя, направляясь въ безконечность, приближа- 
ются къ параллельности съ осью X. Общ1й характеръ траэкторхй для 
-о- > 1 таковъ, какъ на чертеж* ^ гд-Ь представлены траэкторш для 

»=2 



При -§- > 1 ВС* кривыя касаются въ нача1* координатъ къ оси 2 

и направляются въ безконечность параллельно оси У; общ1й характеръ пО' 
добенъ изображенному на чертеж* 89. 

Кривыя не проходятъ черезъ начало координатъ, если а и ^ им'Ьютъ 
различные знаки, он* ассимптотически приближаются къ осямъ коорди- 
натъ, подобно систем* равнобочныхъ гиперболъ, представленной на чер- 
теж* 90. 

§ 55. Зная движете изм^Ьняемой ередн и абсолют- 
ное движете точен, опред'Ьлнть относительное дви- 
жете ея по отношенш къ этой еред^Ь. 

Знаше относительнаго движешя точки Ш по отношешю къ движу- 
щейся изм*няемой сред* долакно состоять въ томъ, чтобы мы могли ука- 
зать, съ какою точкою среды совпадаетъ точка Ж въ любой моментъ дви- 
жен1Я. 

Бели намъ изв*стно движете н*которой изм*няемой среды, выражен- 
ное формулами (227), и абсолютное движете точки Ж, выраженное фор- 
мулами (1) стр. 6, то мы можемъ опред*лить относительное движенхе точки М 






у 55-. 
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по огношешю къ этой сред^Ь» то есть мы можеиъ определить: начажьныя 
координаты Оф, Ьо^ Со той точи Шо среды, съ которою точка М оовпа- 
даетъ въ моментъ <=0 (начальный), начальный координаты й!, Ь], Сг той 
точки Ш| среды, съ которою М совпмаетъ въ моментъ ^=^^ н вообще на- 
чальный координаты От, Ьт, Ст той точки Шх среды, съ которою точка М 
оовоадаетъ въ моментъ ^ = т. 

Велмчины От, Ьт, Ст опред'киггся изъ нижесл^дующихъ равенствъ, вы- 
рожающихъ, что въ моментъ т координаты точки М равняются координа- 
тамъ точки Шт. 



/1(х) = 3?! (От, Ьх, Сх, х) ] 
Ш = I?» (От, 6т, Ст, т) 

Ш = 3'з(ат,Ьг,Ст,т). 



(231) 



Величины От, Ьт, Ст опред^^тся изъ этихъ равенствъ въ функ- 
цией т: 

^ = ?1М? Ьт = (раС-с), Ст = <рз(т) (232) 

Эти внражешд прим^^имы ко всякому моменту движенгя и могугь 
бить разсматриваемы какъ выраженья относгшьельиаго двг^жеиья; оо не* 
кпэченш изъ нихъ.временит, мынолучимъ два уравнешя кривой лиши, со- 
единяющей начальныя положен1я вс']^хъ точекъ среды, черезъ который 
пройдетъ точка М во время движешя; эта кривая представляетъ положенге, 
которое им1%етъ въ моментъ ^ = тр(19кторгя отмоогтьельнаго двиа/сетя 
течки Ж 

Пояснимъ сказанное прим']&ромъ. 

Примерь 34. Движен1е среды совершается, какъ указано въ прим^р^ 
944 80-мъ, абсолютное же движец1е точки М ироисходитъ равном'Ьрно по пря- 
мой лиши АВ (черт. 91) и весь путь совершается ею въ течеши времени Т, 
пкь что движенхе выражается сл^дующимъ образомъ: 

^ »^/ -."•■,•■. ■ ^ ^■7--' ■- ' /..■■.—•■•'■'••■'■"/: 



Въ 9юнъ случае равенства (231) получать сд'ЬдующШ видъ: г.<, ... . ; 

а (2 ^ - 1) = а, Сй'^л)| = Ь + В ( 1 - (^)>,.|;^р.(233) 



*' •4;'!«!. 1-'«""»; »*■ »• \' ^ 
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Дзъ нихъ цолучимъ выражбн1я (232), которня зд^сь будутъ сл^^- 

ДУЮЩ1Я: 'С»с/о^иг1е(тб1 <^ ^е>^иеит% ^^=-0 

С = а(2^— I), Ь=2^(Ь— 2^1 - ^) ), с = 0. 

: /^ ^ >' г По исключенш изъ нихъ, или лучше^ прямо шь равенствъ (233), вре- 
мени т, хы получимъ следующее уравневхе траэБтор1и относительнаго дви- 
жешя въ начальвомъ положеши; 



Ь = (1+!){ь-?(1-Ш.-.. 



^О К'^^'^'г- ^^ чертеж* 91 лишя Л 1° 2° 8° 4° 5° I) изображаетъ эту кривую для 
того случая, когда ВТ=:-^о, 

% 56. С'Ёть, образуемая положетяни въ простран- 
ств* траэктор1и относительнаго движешя и траэкто- 
р1ями т*хъ точекъ среды, которыя находятся на от- 
носительной траэБторш. 

Траэктор1я относительнаго движен1Я есть кривая изм']^няемаго вида, 
движущаяся и деформирующаяся вм^ст* со средою; въ предндущемъ § 
мы показали, вакъ составить уравненхя положеь1я ея въ начальный мсь 
ментъ, теперь мн покажемъ, какъ составить уравнен1я полож1ен1я ея въ 
какой либо моиентъ I движешя. 

Во всяшй моментъ I относительная тра9кто|Ш[ образуется т^ми же 

точками Шо, Шх, 1П2 Шт, среды, по которымъ она проходить въ 

моментъ ^ = 0; движен1е же этихъ точекъ опред'кштся по формуламъ (227), 
если въ нихъ подставить начальныя координаты этихъ точекъ; такъ движе- 
те точки Шт выразится сл^ующимн формулами: 

$ = 3^1 (?1('С), ?2(т), Срз(т), I) 
^ = ^2 (ТхСт:), ?2(т:), ?8(т), О 



, . . . . (234) 



если въ нихъ разсматривать т — какъ вел и чему постоянную, а ^ — какъ 
переменную; по исключенш времени I изъ нихъ, мы получимъ два урвв- 
нен1я: 

©!($» % а, -г) = о, в,(5, ^, а,т) = о , . . . . (235) 

траэвтор1и, описываемой точкою Шт. 
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Если, оставивъ въ равсиствах1> (234) I постоянвымъ, будемъ давать т 
раинчнд 8начен1я отъ т =0, соотв']&тсвующаго началу движешл, до т, оо- 
отв^тствующаго концу его, то эти равенства будуа'ь давать намъ коорди- 
наты, которыя юАють въ моментъ ^ различния точки Шо, Ш], Ша; 

Шх среды, иаходяпцяся на траэкторш относительнаго движешя; ис- 

ыючивъ, поэтому, величину т изъ равенствъ (234), мы должны будемъ по- 
лучить уравнешя кривой динхи, проходящей черезъ так1я положен1я ъс^хъ 
этнх% 1«чекъ; это и будутъ уравнешя: 

Ф1(5, ^, Ь, о = о, Ф,(х, V, 8, О = О (236) 

положешя, занимаемаго траэкторхею относительнаго движен1я въ мо- 
ментъ <. 

Самня же равенства (234), при постоянномъ ^ и перем^^нномъ т, вы- 
ражаютъ то абсолютное движете, которое им'к1а бы точка Ж, если бы 
среда остава1ась неподвижно и яетж^яяо въ томъ самомъ положеши, ко- 
торое она им'{1стъ въ моментъ I при д'Ьйствнтельномъ движенш ея, и если 
бы притомъ точка М вполн*]^ сохранила свое относительное движете, то 
есть если бы она совм'!>щалась, въ этомъ предполагаемомъ движеши, 
со всякою изъ точекъ ш^ въ тотъ самый моментъ т, въ который она со- 
вмещается съ нею въ д'Ьйствительномъ движен1и. 

Такимъ образомъ выходить, что равенства (234) им'^ютъ двойное зна- 
чеше. 

Если дать т какое либо постоянное значенге^ то равенства (234) 
будить выражать движете той имчки Шт среды^ съ которою совмп- 
щается точка М въ моментъ т; уравненгя (235) выражаютъ траек- 
торию этой точки Шт* 

Если дать Ь какое либо постоянное значенге^ то равенства (234) 
будутъ вырамсать двгьжете^ которое совершила бы точка М^ если бы 
она сохранила свое относительное движете по отношенгю къ средп»^ 
приведенной съ самаго начала деиженгя въ неподвижное положенге— 
таждеетвнное съ тгьмъ^ которое среда эта имгьетъ въ моментъ Ь 
движетя ея; уравненгя (236) выражаютъ траэкторт^ которую описог 
ла бы точка М при этомъ движенш; эта кривая представляетъ по- 
ложенье^ занимаемое тражторгею относительнаго двгиисенгя въ мо- 
ментъ I, 

Баясдому моменту т соотв'Ьтствустъ кривая (235) п каждому моменту 
I соотвЪтсвуетъ кривая (236). 

Если давать т въ уравнетяхъ (235) всЬ значвН1Я отъ т = до т=:Т 
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(гд^^ Т есть моиентъ конца все]^ движен1я), то получихъ уравнешя шстемы 
безчислеинаю мноэюества тражторгй, описываемыхъ всгьми точками среды^ 
чрезъ которыя точка М проходить при двгиисенги. 

Если давать I въ уравнен1яхъ (236) вс4 вначешя отъ ^ = Одо ^=:Т, 
то ио1учимъ уравнешя сгют^мы безчислениаго множества кривыхъ литй^ 
представляющихъ положения относительной траэктюрги въ простран- 
стть. 

Пусть *',*", ^"', *"" . . . суть нисколько моментовъ движетя; 
Ш1, Шг, Шз, Ш4, . . . — т4 точки изм4няемой среды, съ которыми 
въ 9ТИ моменты совм'Ьщается точка Ж, 
ш^ , ш'г 7 ш'з, .... (черт. 92) — положешя, занимаемый ИМИ. 

въ моментъ <' 
ш^г , хх\!\ , т''з, .... (черт. 92) — положвшя, занимаемыя ими 

въ моментъ ^'' 
Шг\ тг^\ Шз''', . . . (черт. 92) — положешя, занимаемыя ими 

въ моментъ *"' 

На чертеже (92) проведены черезъ эти точки дв^ системы крм- 
выхъ лин1й; пунктирныя лин1и суть траэкторш, онисываемыя точ- 
ками Ш19 Шг; Шз, . . . ; лиши же, проведенныя сплошною тон- 
кою чертою, суть положен1Я; занимаемыя траэкторхею относитеяь- 
наго движен1Я въ моменты Ь\11\Ь'^\ .... 

Въ моментъ 1^ точка М находится въ положенш М\ тд:Ь она 
совпадаетъ съ точкою ш^, находящеюся въ положети ш^; въ течеши 
промежутка времени (*'' — *') точка М проходитъ последовательно 
черезъ точки среды^ образующ1я часть относительной тра9ктор1И, 
заключающуюся между точками щ и Шг; въ моментъ ;(" точка М со- 
вм:Ьстится съ точкою Шз, которая, описавъ въ течен1И промежутка 
времени (*"—*') дугу ш^ Ша" своей траэкторш, придетъ въ моментъ 
^'' въ положеше Шг''; зд'Ьсь, въ положен1И Ж'\ будетъ находиться 
и точка М въ этотъ моментъ. Въ моменты <"', <'"' . . . точка 
М будетъ въ положен1яхъ ЛГ'", Ж"", .... 

Изъ чертежа 92 видно^ что тра9Ктор1я абсолютнаго движешя 
проходитъ д1агонально черезъ узловыя точки с^ти, образуемой 
двумя системами кривыхъ дишй» 



У-Уб. 
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Крнввя одной системы суть траэктор1и тЬхъ точекъ среды, 
еъ которым точка М совм'Ьщается при двиген1И. 

Бривыя другой системы суть положен1д, занимаемыя въ про- 
етранетв'Ь траэБтор1ею относитедьнаго двихешя. 

, Абсолютная траэктор]я проходитъ черезъ всЬ гЬ точки сЬти, 
въ которыхъ пересЬкаются двЪ кривыя лиши различныхъ системъ, 
но 0ТН0СЯЩ1ЯСЯ къ одному и тому же моменту времени, наприи^Ьръ, 
точка ха^^ находится на перес:Ьченш траэктор1и той точки ш, среды, 
съ которою точка М совмещается въ моментъ Ь^\ съ пологешемъ, 
занммаемымъ относительною траэктор1ею въ этотъ моментъ. 

Если движущаяся среда неизм'Ьняемая, то кривыя: 

Шх Шг' Шз' . . . 
ПЧ" Шз'' Шз" ... 
Ш1 Ша Ша ... «-д г»г^г7тг' г 

будутъ представлять различный пологешя въ пространств'Ь одной '*'''''" 
I той же кривой неизм'Ьняемаго вида, какъ въ § 47 и на чер- 
теж'Ь 74, кривыя же другой системы могутъ различаться одна отъ 
другой не только положешемъ, но и видомъ. 

Если наконецъ неизм'Ьняемая среда движется поступательно, 
то каждая система кривыхъ будетъ состоять изъ параллельныхъ 
крмвыхъ ЛИН1Й тождественнаго вида, какъ наприм:Ьръ на чертеже 93. 

Мы разсиотрихъ видъ сЪти для движенхя, указаннаго въ прим^р'Ь 34. 

Въ этомъ случа* равенства 234 таковы: '^- ^/^/'у ^ -^(^^'^^^ ^(^) "^'^ 



)Г^^:= - 



^^ - -Г = а(2^— 1) 



а = о 



. . • . (237) 



Уравнешя (235) зам']^нятся зд'к^ь двумя равенствами, незаЕ^^очающими 
времени Ь: 

г=а(2^— 1), 8 = 0; (238) 
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они выражаютъ, что траэкторш течекъ Шх Шг ..... суть прямня лиши 
паралле^[ьныя осп У. На черт-Ьж-Ь 91 изображены траэкторш т4хъ то- 

Т Т 

чекъ среды, съ которыми точка М совпадаетъ въ моменты: т = -^, 2 -^> 

Т Т Т 
^"■Б-» ^-Б-ч ^-Б-\ ТОЧКИ среды, находящ1яся въ -4 и Д неподвижны. 

По исключен1и времени т изъ равенствъ (237), мы получимъ уравнен1Я 
другой системы кривыхъ— положешй, занимаемыхъ относительною траэкто- 
р1ею въ различные моменты Ь: 

» = (1 + ;){» + ^(>-г)('-|(1+Ш-«=<>-(239) 

Па чертеж*]^ 91 представлено семь кривыхъ этой системы, представляю- 
щихъ положен1я относительной траэкторхи въ моменты: 

/77 /77 /7Т гр гр 

^ "^ ^^5 У ) ^ "^г 3 -^, 4 ^5 5 -^5 1. 

§ 57. Скорость относительнаго движешя точки по 
отношешв) къ изж:Ёнявмой сред'Ь; зависимость между 
скоростями: относительною й абсолютною. 

Скорость отиосительнаго движенгя вг какой либо моментъ I 
есть скорость того двгкисеигя, которое имтьла бы въ эт^отъ 
моментъ точка Ж, если бы она соосранила свое относитель- 
ное движете по отношенгю къ средгь, приведенной съ начала 
движенгя въ неподвижное положенге, тооюдественное съ ттьмЪу 
которое импетя^ дта среда еъ моментъ Ь при д1ьйствитель 
номъ двиоюенги ея. 

Но такое движенге точки М выражается равенствами (234), если въ 
нихъ разсматривать ^ — какъ постоянную, а т — какъ перем-Ьниую вели- 
чину. 

Скорость этого движен1я въ моментъ (; и будетъ скоростью отиоситель- 
наго движешя въ этотъ моментъ. 

Поэтому, чтобы получить выражен1е проэкц1и относительной скорости 
и на ось X, надо взять производную по т отъ перваго изъ равенствъ (234) 
и зат]&мъ положить т = ^; получимъ: 

. и С08 (иХ) = §ч>',(0 + % ,,'-,«) + -^ <р'з(*). 
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Тахнхъ о(^зоиъ мы подутамъ сл'Ьдуюпця внраженхя для 11роэкц1Й от- 
носительной скорости на оси координатъ: 

"е..(«У) = 1§ + М + 11 ; • (240) 

ВХ0ДЯ1Ц1Я зд^ь производныя ПО времени отъ йу Ь, с, опред'киятся изъ ра- 
веиствъ (231) И1и изъ выражешй (232). 

Применяя эти формулы къ прим']^ру 34-му, мы вайдемъ джя него: 

исо8(иХ) = 2 -~; исо8(иУ)= ^ — ^( 1 - 4) <; 

отсюда видно, что проэкщя относительной скорости на ось X им'}^етт> по- 
стоянную величину, проэкц]я же ея на ось У нмФетъ величину перемен- 
ную; наибольшую величину им']^етъ она въ начал^^ и въ вонц']^ пути, наи- 
меньшую— въ середин'Ь пути, гд']^ величина этой проэкщи равняется 

Скорость относительнаго движетя въ момептъ ^ направлена, конечно, 
до касательной къ положенш относительной траэкор1и въ этотъ мо- 
ментъ. 

Если взять производныя по ^ отъ равенствъ (234), разсматривая т какъ 
постоянную величину, а затЬмъ положить т = ^, то получимъ выражешя 
лроэкщй на оси координатъ скорости ю той точки среды, съ которою точ- 
ка М совпадаетъ въ моментъ ^ эта скорость направлена по касательной 
мъ траэктор1и этой точки; и такъ: 

го С08 {гоХ) = ~|; го С08 {гоУ) = ^\го соз {го2) = ^; (241) 

здЬсь введенъ знакъ д вм']^сто обычнаго (^ въвыважешя прои:)водныхъ для 
того, чтобы обратить вниманхе на особое значенхе этихъ производныхъ; это 
суть частный производныя по времени, взятыя при предположенш, что 
О, Ь и С суть величины постоянныя. 
Въ примере 34-мъ: 

м?со8 (гоХ) = 0^ го сов {гоУ) = 5^1 — ^^ = 4-^(^1 — ^у 



?-^^^ 



I 
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Абсолютная скорсть точки Мвнражается производннки по времени отъ 
координатъ ея л;, у, ^е?. 

Съ другой стороны эти координаты выражаются также и формулами 
(227), если въ нихъ считать а, Ь, с функщями времени (282); поэтому: 






(242) 



Если принять во внйман1е полукенныя выше выражешя (240) и (241), 
то увидимъ, что посл^Ьдшя равенства (242) выражаютъ сл-Ьдующую зави- 
симость между скоростями V^ и, го: 



V=п + щ (243) 



Т. е. скорость (гбсолютиаго движепгя точки М въ какой либо момеитъ 
I есть геометрическая сумма скорости той точки г^змгьняемой среды^ 
съ которою точка М въ этотъ моментъ совпадаетъ^ и скорости отно- 
сительнаю движеигя точки М по отногиеигю къ средгь въ тютъ-же мо- 
ментъ. 

Обратно: 



и = V — го] (244) 



Т. е. скорость относительнаго движешя точки М по отношепгю кь иэмп»-: 
няемой средгь есть геометрическая разность между скоростью абсолют- 
наго движепгя точки М и скоростью той точки среды, съ которою тючка 
М въ разсматргшаемый моментъ совпадаетъ. 

Легко уб1^диться въ справедливости этого соотношешя при движен1и, 
ра8Смотр1нномъ въ прим']&р% 34. Между прочимъ зам']&тимъ, что въ точ- 
кахъ А а В (черт. 91) скорость ю равна нулю; поэтому въ этихъ точкахъ 
скорость относительнаго движен1я совпадаетъ со скоростью абсолютнаго 

движен1я, такъ что траэкторхя А 1^ 2^ касается къ прямой линш 

АЛ) въ точк*! А, а траэктор1я 4* 5^ I) касается къ этой прямой въ 

] точк* 2>. 
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ГЛАВА VI. 

О составныхъ движен1яхъ. 

§ 58. Составное двихеше точки, образующееся 
изъ соединен1я двухъ составдяющихъ двихешй. Дви- 
жен1в переносное. 

Если товоратъ, что точка М совершаетъ двиокенхе состаеное 
ил деухь состаеляющихъ двиокенгйу то подъ этимъ подразум'Ь- 
вается, что одно изъ составдяющихъ движешй ееть относительное 
движеше ей по отношенш къ н:Ьвоторой средЪ^ которая движется 
такииъ образоиъ, что точка М совершаетъ въ дМствительности 
движеше, нашваеиое составныиъ. 

Наории1^ръ: какое либо тЪло движется по полу движущатося 
вагона; абсолютное 2(вижеше каждой точки зтого т'Ьла иожно раз- 
сматривать, какъ составное изъ двухъ составляющихъ движешй, 
одно изъ которыхъ есть относительное движен1е этой точки по 
отношешю къ вагону. 

Другой прим'Ьръ: лодка переплываетъ рЬку; абсолютное дви- 
жеше каждой точки лодки можно разсматривать, какъ составное 
изъ двухъ составляющихъ движен1й, одно изъ которыхъ есть относи- 
теньное движенхе по отношен1Ю къ изм:Ьняемому гЬлу — къ водЪ р^Ьки. 

Другое изъ двухъ составляющихъ движенШ точки Ж заключает- 
ся въ томъ, что точка М^ совершая свое относительное движен1е по 
точкамъ среды, переносится вм^Ьст'Ь съ ними въ пространств-Ь; это 
составляющее движен1е называется переноснимъ двиоюенгемъ (Мои- 
тешеп! <1'еп(га1петеп1;. РйЬпш^Ъе^ертп^) точки М. 

Такимъ образомъ всякое движен1е точки М можно разсматри- 
вать, какъ движеше составное (шоиуешеп! гёви11;ап(;) изъ двухъ 
составляющихъ движешй (тоиуетеп(8 сотро8ап1;8) этой точки: 
И8Ъ относительнаго движен1Я ея по отношешю къ движущейся 
кавимъ либо образомъ неизм'Ьняемой или изм'Ьняемой сред'Ь и изъ 
переноснаго движен1я точки вм'Ьст^Ь съ этою средою; такое со- 



— 206 — 

ставлен1е движешя иногда могетъ быть произведено въ д^Ьйстви- 
тельности, въ другихъ же сдучаяхъ оно только мыслимо. 

Движете точки Ж, образуемое составлешемъ изъ двухъ движе- 
нШ, можетъ быть или абеолютнымъ, или, въ свою очередь, относи- 
тельнымъ, наприм^ръ, относительное движенхе точки М но отно- 
шешю къ движущейся еред:Ь № I можно разложить на два дви- 
жешя, если ввести среду № П/ им'Ьющую какое либо движенге 
по отношешю къ сред'Ь № I; эти два движен1я будутъ: относи- 
тельное движете точки М по отношетю къ сред'Ь № II и пе- 
реносное двиа№н1е ея вм^Ьст'Ь со второю средою въ относитель- 
номъ движети атой среды по отношешю къ сред'Ь ]в I. 

Тра8ктор1я движешя составнаго изъ двухъ движешй пересЬ- 
каетъ дтагонально с:Ьть, образуемую двумя системами кривыхъ 
ЛИН1Й, какъ показано въ§§47и56ина чертежахъ 74^_92 
и 93 ; кривыя линш одной системы представляютъ положетя, за- 
нимаемый траэктор1ею относительнаго движешя въ различные мо- 
менты времени, кривыя лиши другой системы представляютъ тра- 
зкторш тъхъ точекъ уёреды, съ которыми совпадаетъ точка М въ 
различные моменты времени. 

Каждому моменту времени I соотв'Ьтствуетъ одна кривая первой 
и одна кривая второй системы; об4 перес:Ькаются на тра8ктор1и 
составнаго движешя. 

Напрмм'Ьръ моменту 1^ въ с^Ьти, представленной на чертеж:Ь 9 2, со* 
отв'Ьтсвуютъ: кривая ш/ш^.- ш\^ представляющая положен1б отно- 
сительной траакторш въ этотъ моментъ и кривая ш/ Ш1"... — тра- 
эктор1я точки Ш!, съ которою въ этотъ мементъ совпадаетъ точка М. 

Если бы было уничтожено переносное движете точки М и среда 
постоянно находилась бы въ положен)и, занимаемомъ ею въ моментъ 1\ 
а относительное движете точки М осталось бы неизм'Ьненнымъ, то 
есть эта точка совпадала бы съ точками Ш!, Ша,.... Шб въ тФ са- 
мые моменты^, ^''... ]^''"', въ которые она совпадаетъ съ ними въ со- 
ставномъ двилсеши, то движете точки М совершалось бы по кривой 
пч' ш^ Шз' ш^ т^ и притомъ такимъ образомъ^ что она приходила 
бы въ 9ТИ точки пространства въ моменты Ь\ 1^\ Ь^^\ 1'''\ 1^^'*\ 
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Ёсш бы было уничтожено относительное движете точки М и она 
поотоинно находилась бы въ еовцаден1и съ точкою пц, а движете 
среды совершалось бы безъ И8Н'Ьнен1й, то точка М описывала бы 
траавтор1Ю 1П1' 1Л1" т/'' ха^^^' . . . такимъ образоиъ, что она при- 
ходила бы въ эти точки пространства въ моменты 1\ {'\ 1'", Ь"^'. 

Прим^чан1е А. Бели будетъ дана пара кривыхъ линИ, 
соотв'Ьтствующихъ одному моменту времени, будетъ задано движете, 
которое совершила бы точка М по первой кривой, при уничтоженш 
еоотавлмющаго движен1я, соотв'Ьтствующаго второй кривой, и дано 
двмжен1е, которое совершила бы точка М по второй кривой, при 
унмчтожеши составляющаго движен1я, соотв'Ьтствуюш[аго первой 
кривой, но не будетъ задано движете среды, то мы не будемъ въ 
со(ггоян1и опред:Ьлить составное движете точки М. Предположимъ, 
что иамъ заданы такимъ образомъ кривыя: т\ т'^ . . . ш'ь и 
т'х Ш^! • • . (черт. 92 и 93); если предположимъ, что среда дви- 
жется поступательно и въ этомъ предположети построимъ сЬть, 
представленную на чертеж'Ь 93, то получимъ изображенную на этомъ 
чертеж'Ь тра8ктор1Ю М' М" .... составнаго движетя; если же 
предположимъ, что среда им:Ьетъ другое движете, при которомъ 
сАть получаетъ видъ, представленный на чертеж'Ь 92, то получится 
траэктор1я совершенно иного вида. 

Скорость относительнаго движетя точки М въ моментъ { и 
скорость той точки среды, съ которою въ этотъ моментъ совпадаетъ 
точка М^ называются скоростями составляющиа^ деиженгй ьъ 
моментъ ^, первая — относительнаго, вторая переноснаго; вообще 
мы можемъ выразиться такъ: 

Скорость точки М въ какой либо моментъ I въ которомъ либо 

« 

изъ составляющихъ движен1й есть та скорость, которую она им'Ьла 
бы, если бы было уничтожено другое составляющее движете, а точка 
М въ оставшемся движен1И проходила въ моментъ Ь черезъ по- 
ложете, занимаемое ею въ этотъ моментъ въ составномъ движен1И. 
Между скоростями точки въ составляющихъ движен1яхъ и 
скоростью точки въ составномъ движен1И существуетъ сл'Ьдующая 
зависимость: 
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Въ каоюдый момептъ движетя скорость состсмиаю движенгя 
есть геометрическая сумма скоростей составляющихъ дви(исенгй. 

Эта аависимобть доказана въ § 48 для т'Ьхъ еяучаевъ, Еогда 
среда веизи<Ьняеиаяивъ§ 57 для т^Ьхъ случаевъ, когда среда вз- 
и^нленая; но, по важности этой теоремы, ны считаемъ необхо- 
димннъ привести зд'Ьсь еще другое доказательство ея, иного рода 
ч^Ьнъ тЬ, которня приведены въ указанныхъ параграфахъ. 

Пусть М (черт. 914) есть положен1е движущейся точки въ ионентъ 
(^М' — положеше ея въ весьма близкШ къ^моментъ(^+&); ш и 
ПЧ — тЪ точки среды, съ которыми, точка Жсовпадаотъ въ моменты 
{лЦ+й); на чертеж'Ь 94 эти точки изображены въ двухъ положе* 
шяхъ: ш и Шх суть положешя ихъ въ моментъ I; т' и ш^ — въ мо- 
ментъ (^-ЬЮ; точки ш и ш^ совпадаютъ съ точками М е М'. 

Въ трехъ чертежахъ: 94, 95 и 96 изображены: тра9Ктор1я со- 
ставнаго движенхя — толстою чертою, положеше относительной тра- 
эктор1Ивъ моментъ < — тонкою чертою и траэктор1я точки ш — 
пунктирною лишею. БромФ того на чертеж^Ь 94 изображено тонкою- 
лин1ею положен1е относительной траэкторш въ моментъ (1+Ь) и 
пунктирною лишею — траэктор1Я точки Ш1. 

Проведемъ с^Ькущ1я линш черезъ точки: М и М'^ М и Ш), 
Ю1 и М' по нимъ отложимъ длины: 



первый дв% отъ точки М (ш), посл<Ьднюю отъ точки ш^ 
Можно показать, что лин1я ЦУ равна и параллельна лиши 



ШхЩ въ самомъ л^ЬлЬ изъ предъидущихъ равенствъ слЪдуетъ: 

Мш^ ~ ММ' ~ ^ 5 

поэтому треугольники МхОгМ^ и МТТУ подобны, а следовательно, 
ЛИН1Я Т7У параллельна линш ШхЖ^ или тгхТГ и кром* того: 



УУ _ 1 



такъ что длина 17 V равна длин* Шх ТГ 
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Будеп теперь уменьшать величину промежутка & и приближать 
его къ нулю; тогда длины МП у Л1Ти ШаТКбудутъ изи'Ьнять и на- 
оршеше ж величины, но четыреугольникъ т^ПУТ^ будетъ, изм1^няя 
рашЪрв ж ваправлен1я сторонъ, оставаться параллелогранмомъ (черт. 
95); въ то же время треугольникъ МтМ^ будетъ уменьшаться въ раз- 
ж'Ьрахъ (черт. 95) и с^Ькупця будутъ приближаться къ касательнымъ. 

Когда )) обратится въ нуль, с^Ькущ1я обратятся въ касательння 

(черт. 96), длины МУ, МЛ^ Шх ТГ получать величины и направле- 
шя еворостей г;, и, и) составнаго и составляющихъ движешй, притомъ 
четыреугольникъ Жиг;!!^ будетъ параллелогранмомъ; сл'Ьдовательно 
екорйсть составнаго движенгя имгьетъ такую величину и та- 
кое направленге, что представляется дгагональю параллело- 
^амма^ построеннаго на скоростяхъ составляющихъ движенгй, 

X 

Прим^Ьчан1е В. Если будетъ дана пара кривыхъ лиши с']^ти, 
соотв4тствующихъ одному моменту I времени, и даны движен1Я, кото- 
рый совершала бы по нимъ точка Ж'при предположешяхъ, указанныхъ 
въ прим^Ьчан1и А, то мы будемъ въ состолши по этимъ даннымъ опре- 
д^ить величины и направлешя скоростей составляющихъ движешй 
въ моментъ 1у а по нимъ, сл'Ьдуя правилу параллелограмма, опред'Ь- 
лимъ величину и направлен1е скорости составнаго движешя въ этотъ 
моментъ. Изъ этого слФдуетъ, что разныя траэкторш составнаго дви- 
жен1Я, получащ1Яся, какъ указано въ прим'Ьчаши А, при различныхъ 
предположетяхъ относительно движен1Я среды, будутъ им^ть 
общую касательную лин!ю въ точк* М (см. черт. 92 и 93). 

§ 59. Составное движете твердаго т-Ьла или неиз- 
меняемой среды, образующееся изъ соединенхя двухъ 
составляющихъ движен1Ё. 

Если говорятъ, что т'Ьло им'Ьетъ движенге составное изъ 
двухъ составляющиосг движенгщ то подъ этимъ подразум^Ьвается, 
что одно изъ составляющихъ движсн1й есть относительное по от- 
ношешю къ н^^которой сред'Ь, которая движется такимъ образомъ, 
что тФло совершаетъ въ Д'Ьйствительности движеше, называемое 

составнымъ. 

и 
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Мы ограничижся только т<Ьми слудаями, въ которшсъ движу- 
щееся т1^о — твердое, а среда — нензн^Ьняеиая. 

Наприи'Ьръ: абсолютное движен1е какого либо твердаго тАла, 
движущагося по поверхности земли, можно разсматривать, какъ дви* 
жеше составное изъ двухъ составляющихъ двиакенШ^ одно изъ кото- 
рнхъ есть относительное движете т^а по отношенш къ ненв- 
м'Ьняемой сред'Ь, неизм^^нно связанной съ земнымъ шаромъ. 

Другое изъ двухъ составляющихъ движешй твердаго т'Ьла 
заключается въ томъ, что т^^ло, совершая свое относительное дви- 
жете по отношетю къ неизм'ЬнябмоЁ сред^Ь, переносится вм'Ьст'& 
съ нею въ пространств^^; это составляющее движете называется 
переноснымъ двиоюенгемг твердаго тгьла, 

Такимъ образомъ всякое движен1е твердаго т'Ьла или неизм'Ьняе- 
МОЁ среды можно разсматривать, какъ движете составное изъ двухъ 
составляющихъ движен1й: изъ относительнаго движетя этого тЬла 
или этой среды по отношен1ю къ другой неизм^Ьняемой сред% и изъ 
переноснагодвижен1ЯТ'Ьла или первой среды вм^^ст'Ь со второю средою. 

Линейная скорость всякой точки твердаго т'Ьла въ составномъ 
движети есть геометрическая сумма скоростей этой точки въ состав- 
ляющихъ движен1яхъ т'Ьла; то есть, скорость каждой точки т^кла въ 
составномъ движети его есть геометрическая сумма, составленная 
изъ скорости ея въ относительномъ движен1и по отношенш къ 
неизм^^няемой сред^Ь и изъ скорости той точки среды, съ которою 
въ разсматриваемый моментъ совпадаетъ сказанная точка т^Ьла. 

Изъ этого сл'Ьдуетъ, что въ каждомъ изъ составляющихъ движе- 
н1й твердое т^Ьло им^^етъ н'Ькоторую угловую скорость и некоторую 
центральную ось; въ относительномъ движен1и — угловую скорость 
и центральную ось относительнаго движетя, въ переносномъ — угло- 
вую скорость и центральную ось той движущейся неизменяемой среды, 
при посредств'Ь которой производится составлете движенгя. 

На основанш доказаннаго въ § 50 мы можемъ ска:]ать, что 
; угловая скорость состсмнаю двиоюенгя твердаго тгьла есть 
•\ геометрическая сумма угловыхъ скоростей ею въ составляю- 
) щихъ двиоюенгяхъ. 



^-^^(^0. 
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Изъ §§ 51 и 52 легко вывести правила, опред'Ьляющ1я зависи* 
нееть нежду пололвешлии центральннхъ осей составнаго и состав- 
лжшцихъ движетВ твердаго т'Ьла. 

§ 60. Составное движете точки ияи твердаго тФла, 
образующееся изъ соедииешя н^скольеихъ составляю- 
лраъ движешй. 

Положииъ, что точка М совершаетъ какое либо абсолютное 
двпкен1е. 

Предбтавинъ себФ н^ксколько неизн'Ьняенахъ ередъ: № I, № II, 

ЙШ, : №(^1— II), № (^5Г— I), совершающихъ, каждая, 

свое абсолютное движете. 

Абсолютное движен1С точки Ж можно разложить на К со- 
етавляющнхъ движен1й нижесл:Ьдующинъ образоиъ. 

Прежде всего условимся относительно н'Ькоторыхъ обозначешй. 

Точки, оринад]1ежащ1я сред^Ь № I будеиъ означать знаками: ЭЯ1 
еъ надлежащими значками внизу; такъ Шг!, ЗКа!» 3^^319 • • • • суть 
оиред'Ьленннл точки этой среды; точки среды <№ П будемъ обозначать 

знаками: ЭНН, точки среды № Ш - знаками ЭКШ, и т. д ; 

точки среды № (2Г— 1) — знаками: Ш(К—1). 

Абсолютныя скорости точекъ среды № I будемъ обозначать 
знаками вида {го1% среды № П — знаками вида (^^П) и т. д. 

Относительный скорости точекъ среды № П въ относительномъ 
двилБенш ея по отношенхю къ срсд'Ь № I будемъ обозначать знаками 
вида (1«;П), относительння скорости точекъ среды № III въ относи- 
тельномъ движенш ея по отношен]ю къ сред'Ь № П — знаками вида 
(Пм^Ш) и т. д.; вообще относительный скорости точекъ среды 
ЛЕ уь относительномъ движец1и ея по отношенью къ сред'Ь № Н 
будемъ обозначать знаками вида (НгоЕ). 

Абсолютную скорость точки М и скорость относитедьнаго дви- 
жешя ея по отношешю къ сред* }& Е жи будемъ обозначать зна- 
ками V И Ег). 

Угловую скорость какой либо среды № -0 въ абсолютномъ дви- 
жен1И ея будемъ обозначать знакомъ {(иЕ); угловую скорость ея въ 
относительномъ двилюши по отношешю късред^ЬЛ^— знакомъ (Л<^>^Б7), 



■■'/'■ ' <•' .-■■■■ /> Г' ■ . . . ,и . 
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На основаш! евазанваго въ § 58, абсолютное дш1жен1б «очки 
М можно разснатривать, кавъ составное шхь относительшию двн- 
жен1я ея по отношбН1Ю въ сред*! № I н нзъ нереноснаго дви- 
жешя ел вифотФ съ этою средою; 

Скорость V абсолютнаго движеша точки М въ каждый ю- 
центъ вренени I есть геометрическая сумма, составленная И9Ъ ско- 
рости точки М въ относительномъ движен1и еа по отношешю къ 
сред'Ь № I и изъ абсолютной скорости той точки Ш среды ]% I, 
съ которою въ моментъ^^ совпадаетъ точка М\ выразнмъ это 
символическою формулою: 



V = {^V)•\'{го^) . (245,а) 

Въ свою очередь относительное движете точки ЛГпо отно- 
шешю къ сред^к № I можно разложить на относительное движе- 
те по отношетю къ сред'Ь № П и на переносное движете точки 
М вм^^ст'Ь со второю средою въ относительномъ движенш этой 
среды по отношешю къ сред^Ь № I. 

Скорость (!<;) можно тогда разсматривать какъ геометрическую 
сумму относительной скорости (11^) точки М въ относительномъ 
движеши ея по отношешю къ сред!^ № II и скорости (1ге;11) той 
точки Ш1 среды № II, которая въ разсматриваемый момонтъ сов- 
падаегь съ точкою Ж* и съ точкою Ш; т. е.: 



(Ь) = (П|;) + (1^11) (245,Ь) 

На основанш сказаннаго въ § 59, угловая скорость абсолют- 
наго движен1я среды № II есть геометрическая сумма, составлен- 
ная изъ угловой скорости среды № II въ относительиомъ движе- 
ши ея по отношешю къ сред'Ь № 1,'^йзъ угловой скорости абсо- 
лютнаго движешя среды № I; т. е.: 

ЙГ) = а^+Й) (246,а) 

Дал^^е, относительное движен1е точки ЛГпо отношенш въ средф 
№ II можно разложить на относительное движен1е ея по отношешю 
къ сред'Ь № Ш и на переносное движете ея вмЪет^ съ втою средою, 



Уибо, 
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въ отноопельномъ двжжети среды № Ш по отношен1Ю къ сред'Ь 

Скорость (Пг) относительнаго движен1д точки М по отношен1Ю 
п ^)ед'Ь ]^ II можно тогда разсматривать, какъ геометрическую 
Ч^мму, «оставленную изъ скорости (III??) точки ЛГвъ относитель- 
номъ движет и ея по отношентю къ сред'Ь № III и изъ скорости 
(11|гШ) то! точки ЭЮШ средн^ № III, которая въ разсматриваемый 
моменгь совпадаетъ съ точками М^ ЭЮ1 и 9№11; т. е.: 

(11«;) = (1Ш) + (1МП) (245,с) 

Угловая скорость (шЩ) абсолютнаго движен1я среды № Ш есть 
геометрическая сумма, составленная изъ угловой скорости относи- 
тельнаго движен1я среды № III по отношвн1Ю къ сред'Ь № II и изъ 
угловой скорости абсолютнаго движен1я среды № II, т. е.: 

Й1Г)=(11а)111)+№ (246,Ь) 

Продолжая такимъ образомъ дал^Ье, ми дойдемъ до'формулъ: 

{{К- 11)7) = ({К — I) V) + {{К— II) и) (К—1)) . . (245,к-1) 
{ш(К—1)) = (^[К^II)^^(К-'I)) + (а>(Х— II)) . • (246,к— 2) 

Сложивъ равенства (245, а^Ъ^с, А;— 1) почленно, 

мы получимъ сл'Ьдующее символическое равенство: 

. . . +(ШЛЩ+(Гы[1)+(71) (245) 

Сложивъ почленно равенства (246, а, Ь, с, к — 2), 

мы получимъ сл'Ьдующее символическое равенство: 

(<0(^^— I)) = {{К—11)^{К—1)) + ((^^:-III)а)(Ж-II)) + .... 

. . . + (11(0 Ш) + (ЬШ) + р) (246) 



У^-ЬО. 
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Изъ предыдущего сл'Ьдуетъ, что абсолютное двжжеше ередн 
<№ (]Е'—1) можно разсматрнвать^ какъ еоставное изъ сл^дующихъ 
(^—1) еостав1яющихъ движенШ: 

(1) Изъ относнтельнаго двихенхя среды по отношешю къ средф 
№(Я— II), угловая скорость котораго означена черезъ {{К— и) 
ф(К—1)). 

(2) Изъ переноснаго двнжен1я среды ^\Ё (2^— I) вн'ЬстФ съ средою 
№ (К--11) въ отяосительноиъ движевш последней по отношешю къ 
сред* № (ЛГ— III); угловая скорость этого движешя есть ни что иное, 
какъ угловая скорость относнтельнаго движен1Я среды № (Я— II) 
по отношешю къ сред* № (X— III), т. е.: ({К— III) (л (К— 11)). 

(3) Изъ переноснаго движешя среды }6 {К—1) вм-Ьст* со сре- 
дами № (^— II) и № (Д'— III) въ относйтельномъ движеши посл*д- 
ней по отношешю къ сред* № (К— IV)] угловая скорость этого 
переноснаго движешя есть угловая скорость относнтельнаго дви- 
жен1Я среды № {К—Ш) по отношен1Ю въ сред* № {К—1У)у т. е.: 
((К— I^)^^{К— III)). 

(К— II) Изъ переноснаго движен1я среды № {К~ I) вм*ст* со 

средами №№: (ЛГ— II), (Ж— III) Ш, II въ относительг 

номъ движеши поел* дней по отношен1Ю къ сред* №1; угловая 
скорость этого переноснаго движен1Я есть: (1<1>11). 

(К— I) Изъ переноснаго движенья среды № (^5Г— I) вм*ст*со сре- 
дами №№: {К— II), (ЛГ— III) . . . 111,П, I въ абсолютномъ движеши 
посл*дней; угловая скорость этого переноснаго движен1я есть: (ш1). 
'^, Равенство (246) выражаетъ, что угловая скорость состм- 
наго движенгя твердаго тгьла есть геометрическая сумма угло- 
\ выхъ скоростей въ составляющихъ движенгяхъ этого тгьла. 

Это значитъ, что если отъ какой либо точки отложить ко- 
торую либо изъ угловыхъ скоростей составляющихъ движещй, отъ 
ея конца — другую, отъ конца этой второй — третью, и т. д., то, 
соединивъ начало первой съ концомъ посл*дней, получимъ лин1ю, 
представляющую угловую скорость составного движен1я. 

Совершенно безразлично которую изъ составляющихъ угловыхъ 
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евороеге! откладывать первою, которую — второю, и т. д.: резуль- 
тагь получается одннъ и тотъ-же. На чертеже 97 представлено 
построеше угювой сБоростя 9 составнаго дви2кен1я по угловнкъ 
свороетянъ а>1, а>2, . . . . <05 составляющихъ дви21Бен1й; построеше 
сделано трояЕНмъ образомъ. 

Бс1и движен1е т4кла составлено изъ трехъ составляющихъ дви- 
жет! и угловыя скорости составляющихъ движен1й не дежатъ 
въ одноЁ плоскости, то угловая скорость составнаго движешя мо- 
жетъ быть построена какъ Д1агональ параллелепипеда, построен- 
иаго на ребрахъ равныхъ и параллельннхъ угловымъ скоростямъ 
составляющихъ движенШ. 

Если движен1е гЬла составное изъ двухъ составляющихъ дви- 
женШ, то угловая скорость его иожетъ быть построена какъ Д1а- 
гон&ль параллелограмма, построеннаго на сторонахъ равныхъ и 
параллельннхъ угловымъ скоростямъ составляющихъ движешй. 

ПрммФръ 35. ТФло В у имеющее форму полукруглой вилки 
(черт. 98), прикр'Ьпленной къ стержню А2^ вращается вокругъ оси 
02 этого стержня, им^Ья въ н'Ькоторый моментъ ^ угловую скорость 
(а>В). Другое т'Ьло к, им'Ьющее на чертеж'Ь форму кольца съ двумя 
шипами N и ^V', вложенными въ круглыя гн^^зда вилки Б, вра- 
щается вокругъ оси N'ОN\ это кольцо К, въ относительномъ дви- 
жешй по отношенш къ вилк'Ь Б, им'Ьетъ угловую скорость, направлен- 
ную всегда по оси 0N] пусть (ВтК) есть величина этой угловой ско- 
рости въ моментъ I, Третье т^Ьло, им'Ьющеб на чертеж'Ь видъ шара О, 
наглухо над'Ьтаго на ось 2/2'^ вложенную въ гн^^зда кольца К^ мо- 2» 21 
жетъ, по отношен1ю къ кольцу К^ совершать вращенхе вокругъ оси 
02\ пусть шаръ С им4етъ въ моментъ I угловую скорость (КтС) 
въ втомъ относительномъ движешй по отношешю къ кольцу К. 

Составное движвН1е шара С^будетъ никоторое вращеше вокругъ 
точки О, угловая скорость котораго въ моментъ < найдется, какъ гео- 
метрическая сумма сказанныхъ трехъ угловыхъ скоростей или какъ 
Д1агональ параллелепипеда, построеннаго при вершин^^ О на реб- 
рахъ, изображающихъ эти угловыя скорости. 

- Въ § 27 на стр. 97 въ строкахъ 5 — 7 сверху было упомянуто, 
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ЧТО величины ф ж' и э' суть угдовня свороети трехъ вращатеп- 
ныхъ Дбижен1й, изъ воторнхъ вращат(5Льное движен1е твердато тЪла 
вокругъ неподвижной точки ножетъ быть составлено; легко теперь 
вид-бть, что для этого надо вообразить себ'Ь дв'Ь вспоногательння не- 
изиЪняемыя среды: I и II, первая изъ которнхъ вращается вокругъ 
оси 2^ и1гЬя въ разсматриваеный нонентъ угловую скорость ж'^ а вто- 
рая ин'Ьетъ по отношен1Ю въ первой средЪ вращательное движете 
вокругъ оси ОМ, неизменно связанной съ первою средою и ин'Ьетъ 
въ разсматриваеный нонентъ угловую скорость ф' въ этонъ отноеитель- 
нонъ движеши. Полное движенте т^^ла можно тогда разсматривать 
кавъ составное: 1) изъ относите льнаго движешя его по отношенш къ 
сред'Ь II, состоящаго во вращон1и съ угловою скоростью э' вокругъ оси 
ОЪ 0^, неизм^нне связанной съ этою средою, 2) изъ переноснаго движе- 
шя тФла, общаго со средою II въ относительнонъ движенти посл1(д- 
ней по отношешю къ сред'Ь I и 3) изъ переноснаго движетя гкла, 
общаго со средами II и I въ абсолютнонъ движен1и посл'Ьдней. 

Если ОМ будетъ на мгновенте параллельна оси У, а ось 0^! — О 
оси X, то (шБ), {В(йК) и {К<йС) будутъ равны проэкщяиъ угловой 
скорости составнаго движен1Я на оси коордияатъ X, У, 2у то есть, ^ 
т^Ьмъ величинамъ, воторыя мы во второй главЪ обозначили буквами 
Р, ^у Е; сл'Ьдовательно Р, ^^ В д^Ьйствительно им^ютъ значевгая 
угловыхъ скоростей трехъ составляющихъ движешй, изъ которнхъ 
полное движете т1Ьла можетъ быть составлено, какъобътонъ упо- 
мянуто въ § 26 на стр. 92 въ строкахъ 4 — 7 сверху, только эти 
составляющ1я движешя ин^ютъ ту особенность, что въ разсматривае- 
ный нонентъ вренени нгновенныя оси ихъ взаинно перпендикулярнн. 

Тоже саное ножно сказать и о величинахъ р^ д, г. 

Возвращаясь снова къ разложен1ю абсолютнаго движешя точки 
Ж, мы видимъ, что это движен1е ножетъ быть разложено на К 
сл'Ьдующихъ составляющихъ движен1й: 

(1) На относительное движете точки Жпо отношен1Ю къеред^Ь 
№ {К — I); скорость ея въ этонъ составнонъ движен1и ны озна- 
чили черезъ {{К — 1)^;). 

(2) На переносное движен1е точки -М"вн4ст4 со средою № {К — I) 
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въ апоепельпонъ движен1я посд^Ьдне! по отношен]ю къ еред^к ]в 
(К — II); екорость этого соетавиаго движени: ((А' — 11)го{К- I)) есть 
свороеть Т0ЧК1 ЭК {К — I) въ относнтельнокъ движбН1к среды ^ё 
{К — I) по 0ТН0Ш6Н1Ю късрвд4,№(А"— II). 

(3) На переносное движен1е точки М ьш^гтк со средою Лё 
{К — I) и со средою ^* {К — II) въ относмтельномъ движен1Н по 
мудрей по отношен1Ю къ средЪ № (А^ — III); скорость этого со- 
етовнаго движении ((А" — 111)го{К — II)) есть скорость точки 5)? 
{К — П) въ относнтедьнонъ движен1я среды № (К — II) по отно- 
■ешю къ еред^Ь № (А — III). 



(К — I) На переносное движение точки М вшЬ&Л со средаии: 

№ (А — I), 16 (А" — II), ЛИ въ относите льномъ движенш 

пос14кдней по отношен1Ю къ сред'Ь «№ I; скорость этого составнаго 
двнжен1я: (1гс11) есть скорость точки ШШ въ относительнонъ дви- 
жеши среды Лё П по отношен1Ю къ сред'Ь № I. 

(А) На переносное движен1е точки М вм^Ьст-Ь со средами №^^ 
(А— I), (А— II), .... II, I въ абсодютномъ движеши последней; 
скорость этого составнаго движен1я: (|^1) есть скорость точки 9П1. 

Точки 9Я1, ЗИП, .... 9И(А — 1) совпадаютъ одна съ другою 
и еъ точкою М въ разснатрнваеиый иоментъ. 

Равенство (245) выражаетъ, что скорость составнаго двиоке- 
нля точки есть геометрическая сумма скоростей составляю- 
щихъ двиоюеигй ея. 

Зат'Ьиъ, все что приведено выше относительно построетя угло- 
во! скорости составнаго движен1Я твердаго т'Ьла, прим'Ьняется также 
■ къ построен1Ю линейной скорости составнаго движен1я точки, то есть: 

Когда составное движен1е точки составляется изъ двухъ со- 
ставдяющихъ движен1й, то скорость составнаго движешя есть Д1а- 
гональ параллелограина, построеннаго на скоростяхъ составляющихъ 
движешй (§ 58), потону что всЬ три скорости ии^Ьютъ ташя ве- 
личины и направлен1Я, что изъ линШ, равныхъ и параллельныхъ 
И1Ъ, можно составить замкнутый треугольникъ . 

Когда составное движен1е точки составляется изъ трехъ состав- 
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ляющяхъ двихетй, то екорЫ&ь составнаго движения и три «юробти 
еоетавляющихъ движбН1й п^Ьютъ таюя величины ж направлетя, 
что И8ълп1й, равннхъ и параллельннхъ имъ, можно составить 
замкнутый четыреугольвикъ; если скорости еоетавляющихъ дви- 
жешй, будучи проведены изъ одной точки, не лежать въ одной 
плоскости, то четнреугольникъ будетъ не плоск1й и тогда скорость 
составнаго движен1я можно построить какъ д1агональ параллеле- 
пипеда^ построеннаго на скоростяхъ еоетавляющихъ движетй. 

Когда составное движенте точки составляется изъ п составляю- 
щихъ движетй, то скорость составнаго- движешя и п скорости ео- 
етавляющихъ дввжешй им^ютъ так1я величины и направлен1я, 
что изъ лиши, равныхъ и парадлельныхъ инъ, можно построить 
замкнутый многоугольникъ, составленный изъ(п+1) сторонъ. 



ГЛАВА УП. 

Вопросы, въ которыхъ требуется определить движеше точки 
по даннымъ выражен1ямъ скорости ея. 

§ 61. Вопросы и задачи, въ которыхъ ищется абсо- 
лютное движенте точки по даннымъ для всего движентя 
выражешямъ проэкцтй скорости на координатныя оси. 

Если известно абсолютное движен1е точки, то, какъ показано 
въ 1-й глав*, мы можемъ, путемъ дифференцировашя, составить 
выражен1я въ функщяхъ времени проэкц1й скорости точкиг на 
координатныя оси; такъ, изъ выражешй (1) стр. 6 нн можеяъ 
получить внражетя (3) стр, 21. 

Если же, обратно, будутъ заданы, въ функцтяхъ времени, 
выражен1Я проэкщй скорости точки на координатныя оси, то, 
желая опред'Ьлить самое движете, мы станемъ конечно интегри- 
ровать данныя выражешл: 

% = т. % - т)> % = и^) .... (247) 
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Рмультятн ннтегржров&н1я: 

х=Сг + /т)л1, у=с,+ /тщ г^сл- /т)си ..(2щ 

заклочаютъ три пронзвольныд поетоянныя величины Сг^ С'г, Сз, 
]1риеутств1е которнхъ въ формудахъ показываетъ, что задашю удо- 
Ыбтворяетъ безчиеленное множество движен1й изв'Ьстнаго рода. 

Наприм'Ьръ, если дано: 
то получаются фориулн: 

ж = Сх + а«, у= С2 + Р«, ^ = Сг + ^1, 

В11рахающ1я, что движете точки съ постоянною скоростью данной 
веяганн и направлен1я можетъ совершаться по какой либо изъ без- 
чиеяеннаго множества прямнхъ лиши, тараллельныхъ направлен1ю 
данной скорости, и притомъ положеше движущейся точки на каждой 
т тавихъ лиши въ моментъ ^ = О совершенно неопред'Ьленно. 
Другой прим'Ьръ: 

с1х ^у . 

Зд^кеь получаются интегралы: 

х= Сг + а^, у= С2+^; 

по исвдюченш изъ нихъ времени, мы полу чае мъ уравнеше: 

(а;- 00" = ^' (у- с,), 

выражающее, что задан1ю удовлетворяетъ движеше по каждой изъ 
параболъ опред'Ьленнаго параметра — , главный оси которыхъ на- 

правлены параллельно положительной оси У; положеше же вершины 
параболы — произвольное, но въ моментъ < = О движущаяся точка 
должна быть въ вершин'Ь своей параболы-траэкторхи. 
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Вообще, въ р'Ьшен1яхъ вопросовъ д1Юго рада прожзюАНВя 
постоянныя величины входятъ только при координатахъ точки, 
такъ что разности х- Сг, у — Са, 2—Сг суть вполн* опред-блен- 
ныя функцш времени, незаключающ1я никакихъ произвольннхъ 
величинъ, введенныхъ интегрированхемъ. 

Если, крон* функшй 1^1, Р^^ К, будутъ заданы координаты 
а^о» Уо? ^0 точки въ какой либо определенный моментъ времени 
^0, то величины постоянныхъ (71, Са, Сз въ интегралахъ (248) опре- 
д^Ьлятся т'Ьмъ, что эти интегралы должны выражать положен1е точки 
) въ моментъ ^09 какъ и во всяк1й моментъ движен1я, а потому: 

^ Сг = х^ — вхСО, С1,==уо — в2(0, С'з = ^0 — вз(«о) .. .■ (249) 

ГД* 

01(0 = /т) си, 02 (О = /ш*) Л1, %,(1) = /т) ^- 

Момецтъ {о мы будемъ называть иачальныла моментощ^ а 
координаты 070, Уо7 ^0 ~ начальными коардцнашамщ во мцогил^ъ 
случаяхъ будемъ полагать 1о='0. 

Сказанное зд'Ьсь применяется подобнымъ же образомъ и къ 
т^мъ случаямъ, когда положен1е точки выражается помощ1Ю коор- 
динатъ полярныхъ, сферическихъ, и др. 

Прим^ръ 36. Точка движется по поверхности сферы рад1уса ^^ таквкъ 
образомъ, что скорость ея пмЬетъ постоянную величину и составдяетъ до- 
стоянный уголъ а съ тЬмп мерид1апами, черезъ которые она проходитъ. 

Пусть Vо есть величина скорости; она перпендикулярна къ радхусу 
вектору точки и проэкцш ея на оси р и ^ постоянны н равны: Vо соз а, 

Го 81п а; поэтому: 

Интегрируя первое изъ этихъ уравнен1Гг, мы получимъ: 

22 (<р — Са) = 1;о<С08 а, 



или 



? = С2-|-«^> .•♦.».!... (250) 



_- . . V^ сов а 

гдБ для краткости означено черезъ а отношеню: -^-^ 
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Второе изъ лифферснщодьиыхъ урависнШ моашо теперь представить 
въ С1&дую1цеиъ ВИД'Ь: 






аь 



1е« 81п(С,+а^* 

Произведсиъ лнтегрпроваихс, иолучииъ: 

Ч^^ = ЧЧЩ^ (251) 

Изъ равсвствъ (250) п (251) мы полунаемъ урав11еи1е, опред'Ьляющео 
ц^Ьлую систему крпвыхъ лншй, перссЬкающихъ мерид1аиы иодъ угломъ 
а; ]шкъ упомянуто па страииц!} 12-&, кривыя этого рода называются 

ДО КС0ДР0М 1ЯМИ. 

Б^сли предположить, что при ^о=0» ?=?о> 4^=0, то равенства 250 и 
251 получать тотъ самый видъ, который они им-Ьють на стр. 12-й въ 
прим^р^ 6-мъ. 

Изъ выражешй(1) и (3) можно составить друпя выражен1я про- 
ЭЕЩЙ скорости на оси координатъ, въ функц1яхъ но одного только 
цемени, но также и координатъ точки; напримЪръ, наъ выражешй: 

ж = а {-ел, у - Ь + Э^? 2 = с + ^Ь 

их ^ о ^ 

можно составить сл'Ьдующ1я выражсн1я: 

Фх X— а (11/ !/~Ь (1з ^ — с 

~йЬ~ Т~' аь~ "У"' ~И'' ~~1~' 

Обратно, могутъ быть задачи, въ которыхъ требуется опреде- 
лить ДВИЖСН10 точки, зная функщи координатъ и времени, ко- 
торыми выражаются проэкщи скорости на координатныя оси; такъ, 
пусть нзв'Ьстны функцш 1^1, 1^2^ Ъ\огъ ж, у^^^ ^, выражающ1я про- 
9КЦ1Н скорости на оси X, У, 2] тогда придется интегрировать 
совокупныя дифференщальныя уравнешя: 

%-=-Рг{*.х,у,,), | = ^и<,^,2/,^),2 = ^М<,^,2^,^).. . . (252) 
Въ курсахъ интегрировашя дифференщальныхъ ура1шен1й дока- 



^>-б1' 
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знваетсд, что такая совокупность уравнешй им^кетъ три интеграла 
съ тремя произвольными ностоянными. Если эти интегралы будутъ 
найдены, то, для опред'Ьлешя постоянныхъ произвольны хъ, надо, 
чтобы были даны начальныя координаты въ начальный моментъ; 
тогда задача можетъ быть р^Ьшена вполн^Ь. 

Бъ числу задачъ этого рода относятся задачи объ опред']^лен1и вида 
такъ называемыхъ поюнныхъ лингй или кривыхъ преслгьдоватя и бгьг- 
ства, 

Д'кю заключаются въ сл']^дующемъ: н']^которая точка А движется дан- 
нымъ образомъ, другая же точка М движется такимъ образомъ, что ско- 
рость ея направлена къ точк*]^ А и вм'^Ьст^ съ ч^жъ естъ данная функща 
времени; траэктор1я точки М называется лин1вю пресл']^дован1я. Бели же 
скорость точки Ж направлена постоянно отъ точки Л, то траэкторхя пер- 
вой называется лишею 6']Ьгства. 

Мы ограничимся сл'Ьдующею задачею этого рода: 

Прим']^ръ 37. Точка А движется по оси X равном']^рно со скоростью 
с, точка М движется также съ постоянною скоростью V^у направлен- 
ною къ точк']Ь А\ кром^^ того даны начальння координаты точекъ А л М\ 
требуется опред'к1ить движен1е точки М и видъ кривой, описываемой ею. 

Возьмемъ начало координатъ въ начальномъ положен1и точки А и 
условимся считать время отъ начальнаго момента; при такихъ услов1яхъ 
координаты точки А въ моментъ Ь будутъ: сЬ и О; пусть х т у суть коор- 
динаты точки М въ тотъ же моментъ; нетрудно уб^Ьдиться, что дифферен- 
щальныя уравнешя, подлежащ1я интегрировашю, будутъ въ этомъ прим^р^ 
сл^дующаго вида: 

гд* 



Приступая къ интегрировашю этихъ уравнешй, мы означимъ, для 
краткости, {х — сЬ) черезъ 5; тогда уравнен1я (253) получатъ сл^^дуюлЦД 
видъ: 



гд* 



«5 ^ йу у (оКА\ 

^^= — ^ — 7^0, т^ = — 7^«' ^^^*/ 



й 
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Ияь у1>авнс111Й (254) ны составимъ два Л1>уги1 уравиешя, интегрнро- 
ван1е которыхъ не {цюдставипэ затрудне111й. 

Пониоживъ ие1)вое изъ уравиешй (254) иа >, второе — иа Ч. и 

сюжнвъ ихъ цочлеипо, мы иолучимъ: 

11Г_ _ 1 _ __ « I _ 

нзъ этого и иерваго нзъ у1)авнсн1й (254) мы 11склн)чимъ ^., тогда полу- 
чинъ сл'Ьдующее дцффорента-тьное урав11е111е; 

(II V^ (й ' б'о ' 
нзъ кото|>аго получим!» ОДИН!» изъ интеграловъ совокупности (253): 

/ = ^Ч^-^) + '-^'«+С\ (255) 

Другое иитегрирующсесл диф'|»срсн1иальпое уравпсн1е получимъ чере:п, 
д'1лев1о иерваго илъ у1)ависи1]1 (251) на второе: 



И1Н: 



*^ • р — -■ , 



<1) 

V 1 +Ш 






гд* 



е = - . 

''о 



Ивтегралъ посл'Ьдояго уравнен1я — сл-Ьдующ!!!: 



/1 + ЙТ + 7=^"^' • • • • (256) 

: Для ТОГО, чтобы псключцть врсмя I изъ равенств'!. (255) и (256), мы 

« 

аосгуппмъ а1'Ьдуюпи1М1| образом!.: 



. _1 
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Изъ равенссва (256) схЬдуетъ: 



^ »-' 



1/'+Ш"+1 



е~ с, 



у 

или; 



/>+ШЧ=% (257) 

Изъ равенствъ (256) и (257) мы подучимъ выражен1я ]ця / и Б; 

посл']&днее равенство р']^шимъ относитаЕьно I и полученныя выражешя 
для ( VI Ь подставимъ въ равенство (255), получимъ уравнеше траэкторш 
точки М: 

2 {х + Й)=^,/+' + щ^/-. . . . (258) 

Постоянныя (7| и С^ определятся по начальнымъ коордиватамъ точ- 
ен М. 

На чертежахъ 99 и 100 изображены дв']Ь погонныя лиши, первая для 

3 
с =2^0, вторая для с= -^о; первая приближается къ оси X асснмптоти- 

ческп, вторая им4етъ точку перегиба на этой оси въ томъ м4ст4, гд* 
точка М настигаетъ точку А. 

ирис = г;о интеградъ (255) принимаетъ сл-ЬдующШ видъ: 

Г^^ + Ои . (259) 

изъ него сл-Ьдуеть: 

у'=Сгт+Сг) (260) 

Для получешя другаго интеграла мы подставимъ полученное выраже- 
Н1е для / въ первое изъ уравнен1Й (254); получимъ уравнеше: 

интегрируя которое, получимъ другой интегралъ: 



или: 



\ + С\1о§ 1/2| +01 = С, - 2 с1, 



х+С,ъ^:^=С,-а (261) 



V 
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По исключсш'ц времени нзъ равенствъ (260) н (261), мы получимъ 
следующее уравнен1е погонной лиши для случая с=:Vо: 

2(^+т) = Щ-С|1оер%+^. (262) 

§ 62. Задается скорость отЕосительнаго движешя 
точки по отношвшю къ двихущебся данннмъ образомъ 
сред^ и требуется опред1&лить движеше самой точки. 

Прии^ръ 38. Неизн^няемая среда движется поступательно парал- 
лельно оси У и равномерно со скоростью р. Точка М им^етъ постоянную 
относительную скорость к, направленную параллельно оси X; въ моментъ 
^ = точка М выходить нзъ точки, находящейся на отрицательной 
ОС! X и имеющей координаты: д? = — а, у = 0^ 0=^0. Опред-блитй движе- 
ше точки. 

Очевидно, что абсолютное движете точки будетъ происходить равно- 
мерно со скорость»): т/р* -4- Л' по прямой лиши, составляющей съ осью 
X уголь, тангенсъ котораго равенъ отношенхю: (р : к). С^ть кривыхъ, упо- 
минаемая въ §§ 47 и 56, будетъ состоять изъ прямыхъ лин1й, параллель- 
ннхъ осямъ X к У. 

Прим^^ 39. Неизм']^няемая среда движется также, какъ и въ преды- 
дущемъ прим-Ьр-Ь; относительная скорость точки М им4е^ постоянную 
величинуу^ направлена къ неподвижной точк']^ С, находящейся на поло- 
жительной оси X и им'Ьющей координаты: х = а^ у = Оу ^г = 0^, въ мо- 
ментъ ^ = О точка М выходитъ изъ точки А, координаты которой суть 
ггз — а, у = 0, ^Е?=:0. Определить абсолютное и относительное движеше 
точки М, 

Начнемъ съ того, что составимъ дифференц1альныя уравнешя, выра- 
жаюоця, что проэкц1и на оси X и У скорости абсолютнаго движен1я точки 
равняются сумме проэкц1й на то же направлен1е скоростей точки въ от- 
носительномъ и въ переносномъ движеши: 

|=л^;^=-^5+Р' ....-(263) 

Инъ этихъ ураввешй можно составить два С1^&дующ1я: 

(а—х) -^ +у-^ = Р (а—х) 

— (а—х)^^+у%=-к/--\-^у, 

15 
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И18; 



-г Ш 






яля: 



«'Ш 



р Ля; 






) 



I .^' 



^■■" •■ 



'.(264) 



Интегралъ перваго цзъ этцхъ уравнешй даетъ уравнеше абсо1к^тно8 
траэкторш: 



у + Аа~хУ-\-у' = Сг{а-хТ-', ... (265) 

ГД*: 

_ Р 

Для опред'к1ен1я постоянной, мы примемъ во внимаше^ что при,^ = о, 
2/ = о и я?=— а; нодставивъ эти величины я; и ^ вь полученное уравне- 
ше» мы найдемъ: 

Сг={2аУ. 

Интегралъ вхор!аго изъ уравнешй (264) будетъ: 

Г=^С2 + Не'—1)Ь — еу] (266) 

по начальнымъ даннымь найдемъ: 

02 = 2а. 

При е = 1 оба равенства (266) и (265) тождественны; для опредфле- 
шя друтаго интеграла надо поступить также, какъ было иоступлено въ 
пример* 37 для случая с = V^^ 

При е < 1 уравнен1е (265) удовлетворяется координатами точки С 

2а 
(« = «, ^ = 0); точка М приходить въ нее въ моменты 1= ,,__». 

Прим']^ръ 40. Ив м'Ьня емая среда движется, какъ указано въ пр1М']&р^& 
^■(1^' 30; скорость относителънаго движенгя точки М им-Ьеть постоянную вели- 
чину к и направлена параллельно оси X; начальныя данныя: ^ = О, 
л; = — а, у = 0. Движеше происходитъ въ плоскости ХУ. Опред'Ьлить дви- 
жен1е точки М абсолютности относительное. 
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Тавъ какъ скорость относительяаго д^вижен^я точ^Б1I М йатфавлен^ па- 
раиелно оен X и П1г1еть постоянною величину А;, а скорое^ иереносяато 
двнжен1д ея направлена параллельно оси У и равна скорости той точки 
ср($Х11, съ которою совиадаетъ точка ЛГ, то, означивъ черезъ х Х1 у абсо- 
лютныя координаты точки Ж, будемъ т^\^ сл^^дующ1я дифференщ^ьнкгл 
уравнешя для опред'к|си1я абсолютнаго движен1я ея: 



,; 



$ = *,|=в(1-|). 



Интегралъ перваго изъ нихъ есть: 

I 

Такъ какъ при ^ = О, ж = — а, то С» = — а, а потому: 

х = ]л-а, . (267) 

то есть проэкщя точки М на ось X движется равном'1рно. 

Подставивъ полученное вираженхе для х в^ функц1и I во второе изъ 
дцфференщальныхъ уравнешй и интегрируя его, мы получимъ: 



аг ~ ^\ а а" ) 



хшь.кавъ при ^ = 0, р равно О, то 01=0^ а потому другой интегриъ въ 
окончательной форм'Ь будетъ сл^Ьдующ1Й: ■ - 



У 



= -»(1-з^)?- • • (268) 



Р|^енства (267) и (268) выражаютъ абсолютное движеше точки М; по 
исключенш времени изъ нихъ, мы получимъ уравнен1е траэкторхи абсолют- 
наго движешя: 

Эта криваА изображена толстою чертою на чертеж* (101); онаим-Ьетъ 
точку перегпба въ Еу гд-Ь ее пересЬкаетъ ось У; въ точкахъ А и В она 
пересЬкаетъ границы средц ортогонально; о6^ половины ея, разд']^ляемыя 
точкою Еу тождественны по виду. 

16* 
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ЧТО величины ф ж^ и э' суть угловыя скорости трехъ вращатеяь- 
ннхъ движен1й, изъ воторнхъ вращательное движеше твердато т^^а 
вокругъ неподвижной точки можетъ быть составлено; легко теперь 

видеть, что для этого надо вообразить себ^Ь дв'Ь вспоногательння не- 

» 

изи^няеиыя среды: I и II, первая изъ которнхъ вращается вокругъ 
оси 2^ им'Ья въ разсматриваеный нонентъ угловую скорость ж\ь, вто- 
рая ии^етъ но отношешю въ первой средЪ вращательное движете 
вокругъ оси ОК. неизм^^нно связанной съ первою средою и ии'Ьетъ 
въ разснатриваеннй номентъ угловую скорость ф' въ втокъ отноеитехь- 
ноиъ движен1И. Полное движеше т^^ла можно тогда разсматривать 
какъ составное: 1) изъ относите льнаго движешя его по отношешю къ 
сред^Ь II, состоящаго во вращен1И съ угловою скоростью э' вокругъ оси 
ОХ 02!, неизм^Ьнно связанной съ этою средою, 2) изъ переноснаго движе- 
Н1Я т^^ла, общаго со средою II въ относительнонъ движеши посл1^д- 
ней по отношешю къ сред^Ь I и 3) изъ переноснаго движешя гЬда, 
общаго со средами II и I въ абсолютнонъ движеши последней. 

Если 0N будетъ на мгновеше параллельна оси У, а ось 0^^ — 02- 
оси X, то (шБ), {ВтК)ш {К<лС) будутъ равны проэкщямъ угловой 
скорости составнаго движешя на оси координатъ X, У,.^, то есть, ^ У 
т^Ьмъ величинанъ, который мы во второй главЪ обозначили буквами 
Ру ^, В; следовательно Р, ^^ В действительно им^ють значешя 
угловыхъ скоростей трехъ составляющихъ движеши, изъ которнхъ 
полное движеше тФла можетъ быть составлено, какъ обътомъ упо- 
мянуто въ § 26 на стр. 92 въ стровахъ 4 — 7 сверху, только эти ' 
составляющ1я движен1Я им^ють ту особенность, что въ разсматривае- 
мыв моментъ времени мгновенный оси ихъ взаимно перпендикулярнв. 

Тоже самое можно сказать и о величинахъ ^р, д, г. 

Возвращаясь снова къ разложен1Ю абсолютнаго движен1я точки 
Ж, мы видимъ, что это движен1е можетъ быть разложено на К 
слЪдующихъ составляющихъ движен1й: 

(1) На относительное движеше точки Шло отношен1Ю нъсред^ 
Л^ {К — I); скорость ея въ этомъ составномъ движен1и мы оэна- 
чили черезъ {{К — 1Уо). 

(2) На переносное движеше точки Жвм4ст4 со средою № {К — I) 



,1 ' '■ • . ^ •■(' 
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въ отяоеительнойъ движея1я посд'Ьдней по отношен]ю къ еред<к ^ё 
(К — II); скорость этого составнаго движени: ((А" — II)и<^5Г- I)) есть 
сюростьточкм 9К {К — I) въ относятельнояъ двяжен1Я среды ^ё 
(К — I) по отношешю къ сред* •№ (А'^^— II). 

(3) На переносное движен1е точкя М ви^ЬегЬ со средою Ле 
{К — I) я со средою •№ (А — II) въ относительнонъ движен1я по 
сл^дяей по отношен1Ю къ средЪ № (А — III); скорость этого со- 
ставваго движен1я: ((А'^ — 111)«г(А — II)) есть скорость точки Ж 
(К — 11) въ относятедьноиъ движен1я среды № (К — II) по отно- 
шеюю къ сред^к № (А — III). 

(А — I) На переносное двяжен1е точкя М вя^ЬсгЬ со средаяи: 

Л (А — I), й (А" — II), й II въ относите льномъ двяжеши 

последней по отношен1Ю къ сред'Ь № I; скорость этого составнаго 
двнжен1я: (1го11) есть скорость точки ШИ въ относительномъ дни- 
жен1Я среды 1ё П по отношен1Ю къ сред'Ь ^ё I. 

(А) На переносное движен1е точки М вм'Ьст^Ь со средами №^№ 
(А— I), (А— II), .... II, I въ абсолютномъ движеши последней; 
скорость этого составнаго движен1я: (г^1) есть скорость точки 911. 

Точки 9Я1, ЗИП, .... 9ГО(А — 1) совпадаютъ одна съ другою 
я съ точкою М въ разсматриваемый номентъ. 

Равенство (245) выражаетъ, что скорость составнаю движе- 
тя танки есть геометрическая сумма скоростей составляю- 
щихъ движенгй ея. 

Зат'Ьмъ, все что приведено выше относительно построетя угло- 
вой скорости составнаго движен1л твердаго т^^ла, применяется также 
■ къ построен1ю линейной скорости составнаго движен1я точки, то есть: 

Когда составное движенхе точки составляется изъ двухъ со- 
етавлдющихъ движешй, то скорость составнаго движешя есть Д1а- 
гональ параллелограмма, построеннаго на скоростяхъ составляющихъ 
двнжен1й (§ 58), потому что всЬ три скорости имФютъ ташя ве- 
личины и направлен1я, что изъ линШ, равныхъ и параллельныхъ 
яиъ, можно составить замкнутый треугольникъ. 

Когда составное движен1е точки составляется изъ трехъ состав- 
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ляющжхъ движешй, то екороАь составнаго движешя и три скорости 
еоставмющихъ двиакешй ииФютъ таюл величины и направлетя, 
что изъ ЛИН1Й, равннхъ и иараллельннхъ имъ, можно составить 
замкнутый четыреугольвиБъ; если скорости составляющихъ дви- 
жет!, будучи проведены игь одной точки, не лежатъ въ одной 
плоскости, то четыреугольникъ будетъ не плоск1й и тогда скорость 
составнаго движеа1я можно построить какъ д1агональ параллеле- 
пипеда^ построеннаго на скоростяхъ составляющихъ двидБвшй. 

Еогда составное движен1е точки составляется иаъ п составллю- 
щихъ движешй, то скорость составнаго движен1я и п скоростей со- 
ставляющихъ дввжен1Й ии^ютъ так1я величины и направлен1я, 
что изъ лиши, равныхъ и параллельныхъ ииъ, можно построить 
замкнутый многоугольникъ, составленный изъ(^+1) сторонъ. 



ГЛАВА УП. 

Вопросы, въ которыхъ требуется определить движен1е точки 
по даннымъ выражен1ямъ скорости ея. 

§ 61. Вопросы и задачи, йъ которыхъ ищется абсо- 
лютное движете точки по даннымъ для всего движешя 
выражетямъ проэкцШ скорости на координатныя оси. 

Еаи известно абсолютное движен1е точки, то, Еакъ показано 
въ 1-й главф, иы иоасехъ, путемъ дифференцирована, соетавить 
внражен1Я въ функц1Лхъ вреиени нро9кц1й скорости точки на 
координатння оси; такъ, изъ выражешй (1) стр. 6 ин ножемъ 
получить внражетя (3) стр. 21. 

Если же, обратно, будутъ заданы, въ функц1яхъ вреиени, 
внражен1Я проэкщй скорости точки на координатння оси, то, 
желая опред^Ьлить саиое движете, иы станеиъ конечно интегри- 
ровать данная внражен1л: 

%=тЛ^т.'1=т) . • . ..(247) 



/ 
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Ревудьтатн интегржрован!^: 

х=Сг+/Рг{{)си, у=С^+/тЩ г=С,+/т)Л1 . . (248) 

шиюча1)тъ три пронзвольныя постоянння величины Сг^ Сг, С^у 
присутбтвге которнхъ въ формулахъ повазнваетъ, что задашю удо- 
метворяетъ безчиеленное иножество движен1Й изв'Ьстнаго рода. 

Наприи^Ьръ, если дано: 
то получаются формулы: 

ж = С1 + а<, у= Сз + Р^ ^ = С/з+Т^, 

внражающ1Я, что движенхе точки съ постоянною скоростью данной 
велчшга ж направлешя ножетъ совершаться по какой либо изъ без- 
числепнаго множества пряиыхъ лиши, траллельныхъ направлен1ю 
данной скорости, и притомъ положен1е движущейся точки на каждой 
т такихъ лиши въ юментъ ^ = О совершенно неопред'Ьлевно. 
Другой прии'Ьръ: 

Зд^ксь получаются интегралы: 

х=- С^ + а1, у=С2 +^; 
по исключеши изъ нихъ времени, мы получаемъ уравнеше: 

выражающее, что задан1Ю удовлетворяетъ движен1е по каждой изъ 
параболъ опред^Ьленваго параметра — , главныя оси которыхъ на- 
правлены параллельно положительной оси У; положеше же вершины 
параболы -- произвольное, но въ иоментъ ^ = О движущаяся точка 
должна быть въ вершин'Ь своей параболы-траэкторхи. 
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Вообще, въ р^шешахъ вопросовъ э1!ого рода прожввопиня 
поетоянння величины входятъ тольбо при координатахъ точви, 
такъ 'что разности х- Сх, у — Оа, х—Сг суть вполн* опред^^лен- 
ныя функщи времени, незаключающ1д никакихъ произвольннхъ 
величинъ, введенныхъ интегрировашемъ. 

Если, кром* фунЕШй 1^1, 1^2» К, будутъ заданы координаты 
^0? Уо? ^0 точки ВЪ какой либо определенный моментъ времени 
^0, то величины постоянныхъ Сх, Сг, Сз въ йнтегралахъ (248) опре- 
делятся т^мъ, что эти интегралы должны выражать положен1е точки 
въ моментъ ^0, какъ и во всяк]й моментъ движен1я, а потому: 

^ С^ = х^ — вхСО, С, = уо — в2(д, Оз = ^0 — вз(д ... .• (249) 
гд* 

вгИ) = /т) (И, ^2 (О = /Ш) Л1, взГО = /-РШ сИ. 

Момецхъ (о кы будемъ называть нач^льнымя моменпи>м^ я. 
координаты 0^07 Уо9 ^о — начальными иоординашамщ во многи^ъ 
случаяхъ будемъ полагать ^о = О, 

Сказанное зд^сь применяется додобныиъ же образом^ь и къ 
тЪмъ случаяиъ, когда положен1е точки выражается цоиощш коор- 
динатъ полярныхъ, сферическихъ, и др. 

Прим^ръ 36. Точка движется по поверхности сферы радхуса ^? такикъ 
образомъ, что скорость ея имЬетъ постоянную величину и составдяетъ до- 
стоянный уголъ а съ т'Ьын мерид1апами, черезъ которые она проходитъ. 

Пусть Vо есть величина скорости; ©на иерпендикулярна къ радхусу 
вектору точки и проэкц1и ея на оси Р и 7 постоянны и равны: Vо соз а, 

Го 81п а; поэтому: 

^ /5 И -^(; = щ С08 а; Вш(р-^^ = 1;о8ш а. 

Интегрируя первое изъ этпхъ уравненхГг, мы получимъ: 

В{(р — (72) = г;о<С08а, 
или 

V • . ^о С08 а 

гдъ для краткости означено черезъ а отногаеше: — ^-^ 
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Второе изъ дцфф^юнщоииыхъ урависн!!! можно теперь предотавнть 
въ сл^^ющеиъ внд'Ь: 

^— _ <^^ 
Произведсмъ иитег1)11рова1ЦС, иолучииъ: 

^'4 = 4.8'^+-) (251) 

Изъ равснстБъ (250) и (251) мы получасмъ у1)авпс111о, опред-Ьдяющео 
цЪлую систему крпвыхъ лпн1й, псресЬкающихъ мерид1а11Ы иодъ угломъ 
о; вакъ упомянуто на страниц*!} 12-й, кривыя этого рода называются 

1 0КООДРОМ1Я МИ. 

Если предположить, что при ^о=0, 9=?о» ф=0, то равенства 250 и 
251 получать тотъ самый видъ, который они им*ютъ на стр. 12-й въ 
прим^^р^ 6-мъ. 

Изъ выраженШ(1) и (3) можно составить друпя выражен1я про- 
экцЛ СБорости на оси координатъ, въ функц1яхъ но одного только 
1феженн, но также и коордииатъ точки; наприм^^ръ, кзъ выражбн]в: 

х = а {- а1, у - 6 + |3^, ^ = с + т^ 
«ожно составить сл'Ьдующ1я выражсн]я: 

Лх X— а (11/ I/ —Ь д>з г — с 

Обратно, могутъ быть задачи, въ которыхъ требуется опреде- 
лить движеше точки, зная функц1и коордикатъ и времени, ко- 
торыми выражаются проэкц1и скорости на координатныя оси; такъ, 
пусть известны функщи ^^1, 1^2^ ^зОтъ а?, «/,^, Ь^ выражающ1Я про- 
8КЦ1Н скорости на оси X, У, 2\ тогда придется интегрировать 
совокупный дифференц1альныя уравнешя: 

% = Р1{1,х,у,2), %^Ъ\{1,х,у,2),%=Ъ\{Ь,х,у,2) . , . . (252) 
Въ курсахъ интегрирован1Я дифференщальныхъ уравнен1й дока- 
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знвается, что такая совокупность уравнешй им11етъ три интеграла 
съ тремя произвольными постоянными. Если эти интегралы будутъ 
найдены, то, для опред^^лешя поетоянннхъ произвольныхъ, надо, 
чтобы были даны начальный координаты въ начальный моментъ; 
тогда задача ножетъ быть решена вполнФ. 

Бъ числу задачъ этого рода относятся задачи объ опред']^лен1и вида 
такъ называемыхъ поюнныхъ лингй или кривыхъ преслгьдовангя и бт/ьг- 
ства, 

Д'кю заключаются въ сл^дующемъ: н']^ЕОторая точка А движется дан- 
нымъ образомъ, другая же точка М движется такимъ образомъ, что ско- 
рость ея направлена къ точк*]^ А и вм']^ст]^ съ т^жъ есть данная функща 
времени; траэктор1я точки М называется линхею пресл']^ован1д. Если же 
скорость точки М направлена постоянно отъ точки Л, то траэктор1я пер- 
вой называется лишею б']^гства. 

Мы ограничимся следующею задачею этого рода: 

Црим'Ьръ 37. Точка А движется по оси X равном']^рно со скоростью 
с, точка М движется также съ постоянною скоростью г?^, направлен- 
ною къ точк']Ь А\ кром^^ того даны начальння координаты точекъ А ти М\ 
требуется опред']^ить движете точки М и видъ кривой, описываемой ею. 

Бозьмемъ начало координатъ въ начальномъ положеши точки А и 
условимся считать время отъ начальнаго момента; при такихъ услов1яхъ 
координаты точки А въ моментъ I будутъ: с1 и О; пусть а; и ^ суть коор- 
динаты точкп М въ тотъ же моментъ; нетрудно убедиться, что дифферен- 
ц1альныя уравнешя, подлежапця интегрировашю, будутъ въ этомъ пример*! 
сл']Ьдующаго вида: 

гд4 



Приступая къ интегрировашю этихъ уравнешй, мы означимъ, д^ш 
краткости, {х — сЬ) черезъ 5; тогда уравнен1я (263) получать сл^^дуюпцй 
видъ: 

^= — ^ — 7^0' 1 = ~^^«' (254) 

гд* 
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Изъ у1)авнсл1и (254) ны составимъ два друг1я уравиешя, интегрнро- 
ван1е кото])ыхъ цс 111юдстав11тъ затруднен!!!. 

Цомиоживъ ие1)вос изъ уравпешй (254) на -}., второе ~ иа Ч. и 

сяоживъ ихъ иочленио, мы иолучнмъ: 

нзъ этого и перваго нзъ уравнен1й (254) мы нсключпмъ >, тогда полу- 
чнмъ сл']Ьдуюи^се Д11<|)форе111|1алы10с уравис111е: 

изъ котораго получимъ одиаь нзъ ннтеграловъ совокупиостн (253): 

> = 1;(:,_с«) + '-^'«+С. (255) 

■ Другое интегрирующееся диф<|»ерсн1иальное урав»сн1с получимъ чсре;п, 
Д']^1ев1о исрваго изъ уравнсн1й (251) на второе: 



или: 



Гя 






4.1) 



/ 1 + (■•) 



йц 

-"=^/' 



гд* 






Интегралъ посл'Ьдняго уравнсн1я — сл'Ьдующхй: 



/1+(|Т + 7=^^2/' • . • • (256) 

: Для ТОГО, чтобы ИСКЛЮЧИТЬ время Ь изъ равенствъ (255) и (256), мы 
■ иосгуиимъ ат'Ьдующимъ образомъ: 
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к^ 



Изъ равенства (256) сл'Ьдуетъ: 



1 _»-' 



/• + (1)'+} 



е~ С, 



у 

или; 

^^^+Ш-И^ (257) 

Изъ равенствъ (256) и (257) мы подучимъ выраженк для / и Б; 

посл']&днее равенство р']^шимъ относительно I и полученныя выражен1Я 
для ( VI I подставимъ въ равенство (255), получимъ уравнеше траэкторш 
точки М: • 

2 [х + Й) = А^^"' + щЬ-/-'. • • • (258) 

Постоянныя С^ и С^ определятся по начальнымъ координатамъ точ- 
ен Ж 

На чертежахъ 99 и 100 изображены дв']Ь погонныя лин1и, первая Д1я 

3 
с =2^0, вторая для с= -^о; первая приближается къ оси X асснмптоти- 

чески, вторая им4етъ точку перегиба на этой оси въ томъ м-Ьст*, гд* 
точка М настигаетъ точку А, 

11рис = г;о интеградъ (255) принимаетъ сл-ЬдующШ видъ: 

/•=1 + 01; (259) 

изъ него сл-Ьдуетъ: 

у^ = С?х (2е + со (260) 

Для получен1я другаго интеграла мы подставимъ полученное выраже- 
н1е для / въ первое изъ уравнен1й (254); получимъ уравнеше: 

^ 2^+ С, 

интегрируя которое, получимъ другой интегралъ: 



или: 



$ + Сиоё 1/21+01 = с, - 2 с1, 



«+ С11о8г^ = С, -а (261) 



;•• • .( 
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По исключеи!!! времени изъ равенствъ (200) и (261), мы получинъ 
следующее уравнен1е погонной лиши для случая с=:г;о: 

2('^+т) = Щ-^»«е^7^+^» (262) 

§ 62. Задается скорость относительнаго дбихен1я 
точки по отношенш къ движущейся даннымъ образонъ 
средЪ и требуется опред'Ёлить движете самоЁ точки. 

Прим'Ьръ 38. Неизн^няемая среда движется поступате^сьно парал- 
лельно оси У и равномерно со скоростью р. Точка М лжЬеть постоянную 
относительную скорость А;, направленную параллельно оси X; въ моментъ 
^=: О точка М выходить изъ ТОЧЕН, находящейся на отрицательной 
ОС! X и имеющей координаты: ж = — а, ^ = 0, ]? =0. Опред-блитй движе- 
те точки. 

Очевидно, что абсолютное движенхе точки будетъ происходить равно- 
иА^по со скоростыг): |/^' -^ к* по прямой лин1и, составляющей съ осью 
X уголъ, тангенсъ котораго равенъ отношен1ю: (р : к), С^ть кривыхъ, упо- 
минаемая въ §§ 47 и 56, будетъ состоять изъ прямыхъ лин1й, параллель- 
ныхъ осямъ X и У! 

Прим'1^ръ 39. Неизм']^няемая среда движется также, какъ и въ преды- 
дущемъ ирим']^р']^; относительная скорость точки Ж им-Ьеть постоянную 
величинури направлена къ неподвижной точк']^ С, находящееся на поло- 
жительной оси X и имеющей координаты: ж = а, ^ = О, ;г = 0; въ мо- 
ментъ ^ = О точка М выходитъ изъ точки А, координаты которой суть 
а?=: — а, у = 0, ^Е?=:0. Определить абсолютное п относительное движеше 
точки М, 

Начнемъ съ того, что составимъ дифференцхальнЕХя уравнешя, выра- 
жающ1Я, что проэкц1и на оси X и У' скорости абсолютнаго движен1я точки 
равняются сумме проэкц1й на то же направлен1е скоростей точки въ от- 
носнтельномъ и въ переносномъ движеши: 

си~^ ( ^ аь~ л^/-^Р> у^ьо) 

гд*: 

Изъ этихъ уравнешй можно составить два следующ1я: 
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иди; 



\а — X) 






шеи: 



■* ш 



р (20; 






I ' 



■ (264) 



Интегралъ перваго изъ этихъ уравнешй даетъ уравнеше абсолютной 
траэкторш: 



уЛ'}/{а-х)'^у' = С1а-хТ\ . . . (265) 

гд*: 

= 4-. 
к 

Для опред']^лен1я постоянной, мы примемъ во вниман1е, что при ,^ = ^, 
у = о и я?=— а; подставивъ эти величину я; и ^ въ долученное уравне- 
Сг={2аУ. 

Интегралъ вт.ор|аго изъ уравненхй (264) будетъ: 

Г=С2 + Не'—1)Ь — е!п (266) 

но начальннмъ даннымъ найдемъ: 

С?2 = 2а. 

При е = 1 оба равенства (266) и (265) тождественны; для опредЬле- 
шя другаго интеграла надо поступить также, какъ было поступлено въ 
пример* 37 для случая С=^V^. 

При е<1 уравнеше (265) удовлетворяется координатами точки С 

(а;=:а, 2^ = 0); точка М приходить въ нее въ моментъ: ^= ч^^ ^г- 

Прим']^ръ 40. Иам^няемая^ среда движется, кавъ указано въ прим'^р^ 
<^.И^' 30, скорость относительнаго движешя точки М им^етъ постоянную вели- 
чину к и направлена параллельно оси Х\ начальныя данныя: ^ = О, 
ж = — а, у = 0. Движеше происходить въ плоскости ХУ. Определить дви- 
жен1е точки М абсолютности относительное. 



'Г 
>4 
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Тавъ какъ скоросгк'ь относитепяаго дъижеМя точвл М 1|1а^авлён& па- 
рШ1ел[БНо оея X и Я1г1егь постоянвую ве^ппину А;, а сйоро'с!^ тгереносяатб 
хвижен1я ея направлена параллельно оси У и равна скорокггн той точки 
срё^ОвI[, с^ которою совм^аетъ точка ЛГ, то, означявъ чё]№зъ 'х й ^ абсо- 
^п>тныя координаты точки Му будемъ йм'кгь (^дующ1я дифферёнщ^льн^я 
уравнен1я для опред'Цси1я абсолютнаго движен1я ея: 



ж=*.1=-в(1-а 



• » ' 



л 



«и • 



Интегралъ церваго изъ нихъ есть: 

X — О1 "Т~ п^« 

Такъ какъ при ^ = О, а; = — а, то О^ == -— . а, а пртрлу: . 

х = Ы — а, . . . . V . .^ . . (267) 

то есть проэкщя точки М на ось X двиасется равномерно. 

I 

Подставйвъ полученное в^кфад^еше для х в1 функцш ^ во второе изъ 
дцфференщадьвнхъ уравнешй и интегрируя его, мы лолучимъ: : 

;1 1 ••:•.■ • ИЛИ -_^/'мк^' ж*г»\ ■ ••■ п" 






У 



кЬ \ кт • 



= <?. + ^(1~1)т 



» 



твъ.какъ прл ^ = 0, ^ равно О, то С, = 0^ а потому другой интегралъ въ 
окончательной форм* будетъ сл*дующ1й: 



У 



= «(1-й)?- •••••'• (268) 



Равенства (267) и (268) выраяаютъ абсолютное движеше точки М; по 
исключенш времени изъ нихъ, мы получимъ уравнеше траэкторги абсолют- 
наго движешя: 

Эта кривай изображена толстою ^ер'Гбю на чертеж*]^ (10(1); она йм'1&етъ 
точку перегиба въ Е, гд* ее пересЬкаетъ ось У; въ точкахъ А и В она 
дерес^каетъ границы среды ортогонально; об*! половины ея, разд'кшемыя 
точкою Д тождественны по виду. 

16* 
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Постуцад ям.ъ въ прим'^^р'Ь 34, мы моцюиъ построить сдстему тяги, 
предсхавддющихъ подржешд траэкторш относнтельнаго движевхя въ раа- 
1итаые моменты. 

Начахьныя координаты той точки среды, съ которою точка М соваа-. 
даетъ въ момешгь т, выражаются такъ; 



. = *.-«, Ь = В(Й_1)^ 



Координаты этой точки среды въ моментъ ^ будутъ: 

,=*,-«. «=в5{(2-|> + (|5-1)х}. 

По искдюченш отсюда времени т, мы получимъ уравненхе положешя 
относительной траэкторхи въ моментъ и 

1? = |($ + а){^"-^($ + а) + (а-х)«}. • (270) 

I 

На чертеже 101 изображены ташя кривыя соотв']^тствующ1я семи мо- 

^ а 2а а 4:а Ьа 2а« « 

ментамъ времени; 1^=:0, щ^ ^ь* жг' ч5^' чь' Т' *"^ВДая кривая имтагь 

касательную параллельную оси X въ точк^ церес^чешя ея съ траэкторхею 
абсолютнаго движен1я. 

Прим'Ъръ 41. Движете среды — такое же какъ въ предыдущемъ нри- 
м^р1^; точка М, выйдя изъ точки А Въ моментъ ^=0, движется въ сред^ 
съ постоянною относительною скоростью к, направленною къ точк']^ О, 
координаты которой суть: а;=:а, ^ = 0; опред'1ш1ть траэктор1ю абсолюту 
наго движешя точки Ж /* . 

Въ этомъ прим']^р^& придется интегрировать сл']&дующ1я совокупный диф- 
ференщальныя уравнен1я: 

гд* 



Г=}/{а-хУ + у\ 

Понножимъ второе изъ вить на (а — х) и придадииъ къ нему первое, 
понвоженвов ва у, затЁнъ все разд^димъ ца (а— л;)', нодучимъ: 



Ш 5-'(« + *^ 
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/1 + («4-^ 



Интегрируя, пожучйиъ: 



Подставивъ сюда координаты начальнаго положен1я точки М^ мы 
вАЯдаиъ: С, «О. 

.' Тмгамг образомъ понучню сд^дующее уравнеше тра9ктор1и абсолэт- 
наго движев^ точки М: 



' У|мввев1с аюй крпой шжво нрехсишить еще въ «яДхуюцекъ внхк 



У 



= (5=1) (ев _ в-9) (271) 



VIII -(^)5« 



V • Г 



ГЛАВА, У1П, ; ^ 

Ускорен1е абсолютнаго движе|1|> точки, 



|. 



§ 63. Что воним9|от^ подъ имеремъ ускореша. Из- 
м^решя и едялсицы' ускорвшя^ Предстамешв усЕоре- 
шя длиною. 

Ускорен1е есть конечная величина, присущая вс«кож|^ тако«|[ 
движешю Фочвк, въ котором» > екороогь нвм'Ьняегь поотш1енно 
свою величину, или направлеше, или то и Другое в«кст4к. 

Прежде, ч^Ьиъ дать точное опредФлеше понят1я объ ускорен1и, 
прии^Ьнимое . какЪ^ къ п||]кмоли8ейноМу, так^ к къ 'криволинейному 
двихешю точки, мы должны условиться относительно того, что 
сл'Ьдуетъ понимать подъ^ имене]гь изм1Ь}Щ1гя спорости^ 

Пусть движущаяся точка М им&етъ въ моментъ Ь скорость V^ 
в^ичит'М 1ааравд«н1е< коггорой и«|брааиштеа (км)Ф^^ ра- 

;^1усомъ векторомъ 0?7(черт. 20) годографа скорости; въ некоторый 
кб^^иййшШ моментъ^! пусть то^ка им^ЬегЕ скорость V^^ представ- 
ляемую рад1усомъ векторомъ ОТ]^ того же годографа. 

Подг измтьненгемъ скорости точки въ теченги промеоюутка 

ч 

времени отъ I до 1г мы будемъ подразумтьвать геометрическую 
разность между скоростью VI и скоростью V^ то есть, такую 
скорость, которую нужно геометрически сложить со скоростью 
V для того, чтобы получить скорость г?1. 

Сл^Ьдовательно, <изм^нен1е скорости > есть также скорость; ве- 
личина и направленге этой скорости представляются величи- 
ною и направленгемъ хорды ТШг, проведенной изъ точки ТУ 
кг точкгь &\ годографа, потому что дта хорда равняется гео- 
метрической разности между рад1усомъ векторомъ 0171 и радхусомъ 
векторомъ 017. 

Въ движенш точки скорость ея изменяется не вдругъ, но посте- 
пенно, такъ что въ течеши весьма малаго промежутка времени отъ I 
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до (^+Ь) скорость V ктквлется на весьма жалую скорость, пред- 

стаыленую весыа малою хордою 1711^ соединяющею на годограф^Ь 
точки и и Пг, соотв4тствующ1я моментамъ Ь и (^+&). 

При уменьшен1и промежутка времени & и при приближен1и его 

къ ну4Ю| уменьшается и приближается къ нулю хорда {ТХЛ, а на- 
правлен'ш ея приближается къ направленхю касательной, проведенной 
въ точк^ II къ годографу; отношен1е же скорости, представляемой 

х(|рдою ЦЛх^ къ величин!Ь промежутка времени & приближается при 
этомъ къ н^Ькоторому конечному пред^Ьлу, называемому величиною 
ускоренгя точки въ моментъ I] и такъ: 

Величина ускоренгя движущейся точки въ моментъ I 
есть величина предтьла: 

. Гскорость 0Т7Л /010\ 

пред*лъ[— 5 ]^=о> \^^Ч 

.■•.'■■ 1 . ■ 

К» которому отношенге меоюду измгьненгемъ скорости въ те- 
ченги промежутка времени 9, начинающагося въ моментъ 1^ 
и величиною самом промеоюутка прг^лилсается при умень- 
шенги величины послпдняго до нуля. 

Изъ этого опред^лешя видно также, что ускореше иж^Ьетъ 
разм^Ьрн скорости, деленной на время, а такъ какъ скорость сама 
им'Ьетъ размеры длины, деленной на время, то ускоренге имгьетъ 
размеры длиныу дтьленной на квадратъ времени» 

Рад1усы же векторы годографа и длины его хордъ, хотя м 

представдають скорости, но сами суть длины; такъ, хорда С/Т71 
есть длина, представляющая скорость во столько разъ большую еди- 
ницы скорости, во сколько разъ сама хорда бол^Ье единицы длины; 
формуясь (272), выражающей величину ускорешя, мы придадимъ 
бод^е правильный видъ, если введемъ символы: див (которыми 
МП. уже пользовались на стр. 113 и сд'Ьд.), обозначающ1е еди- 
ницы длины и времени, и представимъ эту формулу такъ: 






Величина у^Еорешя = —(пред. I -5-' I ^_д )• . • -(273) 
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Зд:Ьбь ищ овначаетъ длину, сЕорость же, представляеиая 
9Т0Ю длиною^ р&вн»; 

д "Щ Щ" 

в' д. ~ в : 

Въ этой формул1Ь (273) мы йоже!^ заиФнитЬ хорду дугою, 
ею стягиваемою, йо сл'Ьдующимъ пританамъ. 

Въ курсахъ дифференщальнаго исчислен 1Я доказавается, что 
длина хорды, стягивающей дугу {^езконечно-малоВ длины Л^, Еороче 
самой дуги на безконечно-малую величину третья го порядка; а именно: 



хорда = Д5 — ^2 — 



• • > 



дал'Ье слФдуютъ члены, заБлючающ1е высш1я степени А^; р — озна- 
чаетъ длину рад1уса кривизны кривой^ 

Прим-Ёняя эту формулу къ дугФ Ла годографа, стягиваемой 
хордою тТгу мы получимъ: 

и. V Т. ',.24/ гт;=Лв— ^' — 

< С/ С/1 — аа 24р« • • • > 

а отсюда; 

гййг! гд^Т (Д«)' где! 

ирвД. [V^=Ч)еД.[у^— 24рпред.[:^] —..... . 



При приближеши д къ нулю, второй и слЪдующтё члены 
второй части этого равенства обращаются въ нуль, такъ какъ 
каждый изъ нихъ заключаетъ безконечно*малую величину Ла въ 
н'Ькоторой степени; поэтому: 

"РвД.[^']»=о="Ред.[т]»=о. 

На основан1И этого величина ускорензя можетъ быть вира* 
жена аЪдующею формулою: 

Величина ускоренм = ~ (пред. [у] ^^^), 



шлз. 
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жШу употребляя обнкновенння обозначешя диффереищальнаго ис- 

Величию ускорвн1я = ~ -^, (274) 

гд'Ь Ла есть длина безкоиечно-иало! дуги годографа, пробегаемая 
точкою 17 въ течен1и безконечно малаго промежутка времени отъ 
момента I до момента I + сИ. 

Такъ какъ ^ есть величина скорости точки 11^ чертящей 

годографъ, то посл^Ьднее равенство выражаетъ сл'Ьдующее: 

Величина ускореигя движущейся точки въ какой либо ^ 
моментъ времени равняется дгьленной на единицу времени ( 
величгшгь скорости^ которую имгьетъ въ этотъ моментъ 
точка 17^ чертящая годографъ* ^ 

Мы ваше показали, что ускореше им'Ьетъ изм^Ьрешя или раз- 
м'Ьры длины, деленной на квадратъ времени; подобно скорости, 
оно измеряется особою единицею — единицею ускорен1я. 

Ускореше равняется единице тогда, когда скорость точки, 
описывающей годографъ, равняется единице. 

Чтобы дать более наглядное понят1е объ единицахъ ускоре- 
нШ и объ размерахъ самихъ ускорентй, мы остановимся на т^хъ 
прямолинейныхъ двихен1яхъ точки, въ которыхъ ускоренте имеетъ 
постоянную величину. 

Пусть точка М движется по прямой лин1и такимъ образомъ, 
что разстояше ея отъ некоторой точки ^^о ^^^^^ прямой лин1И 
внраавается следующею формулою: 

8=^А + В1+С1^, ........ (275) 

где А есть постоянная величина, имеющая измерешя длины, Б — 
постоянная величина, имеющая измерешя скорости, С — постоянная 
величина, имеющая измерен1Я длины, деленной на квадратъ времени. 
Скорость этого движен1я выражается формулою: 



)/\\-ы>. 



\ 
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им; 



\а — X/ 






шеи: 






р Ох 



а А/ (а— а;) 



4{=-*-1(1-?> 



Г ' • 



(264) 



Интегралъ перваго тъ эхихъ уравнешй даетъ уравнеше абсолютной 
траэкторш: 



у + 1/(а - я?Г + / = С,{а-хУ''' , . . . (?б5) 

гд*: 

Р 
А; 

Для опред'ккенхя постоянной, мы примемъ во внимание, что при , ^ = о» 
у = о и 0?=— а; додставнвъ эти ведичинц я; и ^ въ долученное уравне- 
ше» ин найде]([ъ: 

Сг={2аУ, 

Интеграхь кюр^го изъ уравневШ (264) будеты 

^=С, + к(е'—1)Ь — еи] (266) 

НО начальннхъ даннымъ наддемъ: 

С?2 = 2а. 

При е = 1 оба равенства (266) и (265) тождественны; для опред-бле- 
шя др^гаго интеграла надо поступить тавже, какъ было поступлено въ 
пример* 37 для случая с=■V^, 

При е<1 уравнеше (265) удовлетворяется координатами точки С 

2а 
(х = а, 2^ = 0); точка М приходить въ нее въ моменты 1= , ,.__ о. 

Прим']^ръ 40. Иам^няемая среда движется, ка&ъ указано въ црим'1р^& 
<^}.11^^' 30, скорость относительнаго движенхя точки М им^етъ постоянную вели- 
чину к и направлена параллельно оси Х-, начальныя данныя: ^ = О, 
ж=: — а, ^ = 0. Движеше происходитъ въ плоскости ХУ. Опред-Ьдить дви- 
жен1е точки М абсолютное, и относите^ьное. 



"3 



V||-6^. 
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Такъ какъ скоросгк'ь относятепяаго )0вижен1я точки М йатгравлён^ па- 
ранеАНо оея X и «гЬегь 1йп)стоянйую ве^ппину Ь, а сЁорк)€г11& тгереноснато 
двнжен1я ел направлена параллельно оси У и равна скорокггй той точки 
срёДй, (гь которою сови^^даетъ то^ка М, то, означявъ ^^ёрезъ об и у кбсо- 
лютныя координаты точки М, будемъ ии'кгь слг]^дующ1я диффер^нц1^^гьнЕ1я 
уравнешя для опред'Ь|си1я абсолютнаго движен1я ея: 



| = *,|=В(1-5) 



У 



Интеградъ церваго изъ нихъ есть: 

X — (у! ~у~ п^. 

Такъ какъ при ^ = О, л? = — а, то О^ = -— а, а потому: 

х = Ы-а, • •.• • (267) 

то есть проэкщя точки М на ось X движется равномерно. 

Подставйвъ полученное вй{)ажете для х въ функщи I во второе изъ 
дмфференщадьвнхъ уравнетй и интегрируя его, мы получимъ: 



•« 



I . .- 






твь.какъ прл ^ = 0, ^ равно О, то С/з = 0^ а потому другой интеградъ въ 
окончательной форм*]^ будетъ сл'1дующ1й: 

У = ^[^-Ш' • • (268) 

Равенства (267) и (268) выражаютъ абсолютное движеше точки ЛГ; по 
нсключен1и времени изъ нихъ, мы получимъ уравнеше траэкторги абсолют- 
наго движешя: 

У^Ш^{'^а — х){х-\-аГ (269) 

Эта кривая изображена толстою чертою на чертеж* (101); онаим*Ьетъ 
точку перегиба въ Е^ гд-Ь ее пересЬкаетъ ось У; въ точкахъ А и В она 
перес^каетъ границы среды ортогонально; о61^ половины ея, разд']Ьлявмыя 
точкою Д тождественны по виду. 

16* 
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Постудаа какъ въ нрим'Ьр'Ь 34, мы мокекъ аостронть сдстему шв\й, 
представхающихъ подржешя траэкторш относотельнаго движевхя въ раз- 
личные моменты. 

Начахьныя координаты той точяя среды, съ которою точка М совоа- 
даетъ въ момевтъ т, выражаются такъ; 

Л** 



. = *.-«, Ь = Б(|5_х)^ 



Координаты этой точки среды въ моментъ ^ будутъ: 

,=».-а.?=в5{(2-|> + (|5-1)х}- 

По исключенш отсюда времени т, мы получимъ уравнеше подожешя 
относительной траэкторхи въ моментъ Р. 

^ = §(х + «){^Ж^(х + «) + («-$)ф . (270) 

На чертеже 101 изображены ташя кривыя соотв']^тствующ1я семи мо- 

^ а 2(1 а 4:<1 Ъа 2а* « 

ментамъ времени; 1^=0, ^ ^ь* 1Г' ч5к' ч]к' Т' ^^^''^лая кривая имтать 

касательную параллельную оси X въ точк^ церес^чешя ея съ траэкторхсю 
абсолютнаго движен1я. 

Прим'Ъръ 41. Движете среды — такое же какъ въ предыдущемъ при- 
ж^1^^ точка ЛС, выйдя изъ точки А въ моментъ ^=0, движется въ сред*]^ 
съ постоянною относительною скоростью к^ направленною къ точк']^ (7, 
координаты которой суть: а; = а, ^ = 0; опред11лить траэкторш абсолют- 
наго двнжешя точки М. ' 

Въ этомъ прим']^р']& придется интегрировать сл']&дующ!я совокупный диф- 
ференцхальныя уравнен1я: 

гд* 



Помножимъ второе изъ нихъ на (а — х) и придадимъ къ нему первое, 
помноженное на у^ зат^мъ все разд'к1имъ ра {а^х)\ получимъ: 

— ш — - а'(« + *); 
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"'[а—х) _-В/ .^ч,^ 



/1+Ш 



Интегрируя, П01учжы%: 



Подставивъ сюда координаты начальнаго положенхя точки М^ мы 
вЙ4даш: С, «О. 

' Тмгамг образохъ паиучимъ сд^дующее уравнеше троэкторхи абсолют- 
наго двцжеви точки М: 



1 • 

У|»ввен1е этой крикА шжво иредсишить еще въ ся^^ующеиь вц(к 



У 



= (1^> (ев _ е-9) (271) 



Чм-(оЬ. 



ГЛАВА* ПП, ; ^ 

Уснорен1е абсолютнаго движец!^ ДОчки, 



.... ) 



§ 63. Что вонгн9<рт1( подъ ине;Евмъ ускорешя. Из- 
м^^ренш 2 едяницБ!' усЕОрешя. ПредЬтаМешв усБоре- 
шя длиною. 

Ускореше есть конечная величина, присущая вс«бож|^ такому 
движешю Фочвк, въ котором > екороогь мвм'Ьняегь поемоенно 
свою величину, или направлеше, или то и )фу!ч>е в«кст4к.' 

Прежде, ч^иъ дать точное опред'Ьлеше понят1я объ ускорен1и, 
прии^Ьнимое как'Ь^ къ п{)]кмолш!бйноМу, та1^1^ к къ 'криволинейному 
движешю точки, иы должны условиться относительно того, что 
сл'Ьдуетъ попинать подъ^ ииене|рь измтьн^гя снорости* 

Пусть движущаяся точка М ии&етъ въ иожентъ I скорость V, 
В01ПИШ1>'В жая^вд«Н1е* коггорой д«|бража|Ютм (км)1^ ра- 

д1усомъ векторомъ 0?7(черт. 20) годографа скорости; въ некоторый 
кб^ЕййшШ моиентъ ^' пусть то^ка иж^Ьет'Ь скорость VI, представ- 
ляемую рад1усомъ векторомъ ОЦ^ того же годографа. 

Подг измгьненгемъ скорости точки въ течеиги промеоюутка 
времени отъ I до Ь^ мы будемъ подразумтьвать геометрическую 
разность между скоростью VI и скоростью V^ тю есть, такую 
скорость, которую нужно геометрически сложить со скоростью 
V для того, чтобы получить скорость г?1. 

Следовательно, «изм^неше скорости > есть также скорость; ве- 
личина и направленге этой скорости представляются величи- 
ною и направленгемъ хорды 11Т1г, проведенной изъ точки ТУ 
кг точкгь Т71 годографа, потому что дта хорда равняется гео- 
метрической разности между рад1усомъ векторомъ 171 и рад1усомъ 
векторомъ 017. 

Въ движен1и точки скорость ея изменяется не вдругъ, но посте- 
пенно, такъ что въ течеши весьма малаго промежутка времени отъ Ь 
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до (*'^Ь) скорость V ндм^Ьняетсд на весьма малую свороеть, пред- 

етаилемую весьма малою хордою ЛЛх^ соединяющею на годотраф^Ь 
точки 17 и Пи соотв4тствующ1я моментамъ Ь и (^+&). 

При уменьшеши оромежутва времени & и при приближеши его 

БЪ н}4Ю^ уменьшается и приближается къ нулю хорда иЛг^ а на- 
правлен1е ея приближается въ направлешю васательной, проведенной 
въ точв'Ь II въ годографу; отношен1е же сворости, представляемой 

х(|р^в1ою Ш71| въ величин^Ь промежутва времени & приближается при 
этомъ |БЪ н!Ьвоторому конечному пред^Ьлуу называемому величиною 
ускоренгя точки въ моментъ 1\ и тавъ: 

Величина ускоренгя движущейся точки въ моментъ I 
есть величина предтьла: 

Гскорость^СГЛ /010\ 

пред4лъ[— 5 ]^=:0' '^ ^ 

къ которому отношенге мео/сду измгьненгемъ скорости въ те- 
ченги промежутка времени &, начинающаюся въ моментъ 1^ 
и величиною самом промеоюутка приближается при умень- 
гиенги величины послгьдняго до нуля. 

Изъ этого опредФлешя видно тавже, что усвореше ий'Ьетъ 
разм^Ьрн сворости, деленной на время, а тавъ вавъ скорость сама 
им'Ьетъ размеры длины-, деленной на время, то ускорепге имтьетъ 
размеры длиныу дтьленной на квадратъ времени. 

Рад1усы же вевторы годографа и длины его хордъ, хотя м 

представдають сворости, но сами суть длины; тавъ, хорда Ш/г 
есть длина, представляющая сворость во столько разъ большую еди- 
ницы сворости, во скольво разъ сама хорда бол^Ье единицы длины; 
формуясь (272), выражающей величину усворетя, мы придадинъ 
бол'Ье правильный видъ, если введемъ символы: д к в (воторыми 
мы уже пользовались на стр. 113 и сд'Ьд.), обозначающхе еди- 
ницы длины и времени, и представимъ эту формулу тавъ: 



Величина усворетя 3= —(пред. [-^р*] ^ ). . . .(273) 
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Зд^еь (/[/х овначаетъ длину^ сЕороеть же, представляежая 
этою длиною^ равн?*; 

^' д — в : 

Въ этой формул* (27'3) мы можешь зам^нмн хорду дугою, 
ею стягиваемою, йо сл'Ьдующимъ пританамъ. 

Въ куреахъ дифференщальнаго исчислен 1Я довязывается, что 
длина хордь}; стягивающей дугу безконечно-малоВ длины А^, короче 
самой дуги на безконечно-малую величину третьяго порядка; а именно: 

1 

хорда = Д5 — ^2— . . . ; 

далйе сл4дуютъ члены, заключающ1в высш1я степени А^; р — озна- 
чаетъ длину рад1уса кривизны кривой^ 

Прим-Ёняя эту формулу къ дуг* Аа годографа, стягиваемой 
хордою 17Т71У мы получимъ: 

- < и VI — ла — 24р« — • • • > 



а отсюда; 






ИР®^- [V] 



При приближеши & къ нулю, второй и слЪдующ1е члены 
второй части этого равенства обращаются въ нуль, такъ какъ 
каждый изъ нихъ заключаетъ безконечно*малую величину Да въ 
н'Ькоторой степени; поэтому: 

°Р«-[^']»=0="РеД.[т]»^0. 

На осиован1И этого величина ускорен1я можетъ быть выра- 
жена аЪдующею формулою: 

Величина ускоренм = ~ (пред. [т] ^ ^ о )' 



^иибз, 
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жМу употребляя обнкновенныя обо8начен1я дифференщальнаго ис- 
Ч1и[ен1я: 

Величина ускорвн1я = — -^, (274) 

гдЪ Ла есть длина безконечно-нало! дуги годографа, проб'Ьгаемая 
точкою II въ течеши безконечно малаго промежутка времени отъ 
момента { до момента I -{- М. 

Такъ какъ ^ есть величина скорости точки ?7, чертящей 

годографЪу то последнее равенство выражаетъ следующее; 

Величина ускоренгя движущейся точки въ какой либо ^ 
маментг времени равняется дтьленной на единицу времени { 
величингь скорости^ которую имгьетт въ этотъ моментъ 
точка Л у чертящая годографг- 

Мы выше показали, что ускореше им'Ьетъ измфренхя или раз- 
■"бры длины, деленной на квадратъ времени; подобно скорости, 
оно измеряется особою единицею — единицею ускорен]я. 

Ускореше равняется единице тогда, когда скорость точки, 
описывающей годографъ, равняется единиц'Ь. 

Чтобы дать болФе наглядное понят1е объ единицахъ ускоре- 
Н1й и объ размФрахъ самихъ ускорен1й, мы остановимся на тФхъ 
прямолинейныхъ движешяхъ точки, въ которыхъ ускореше им'Ьетъ 
постоянную величину. 

Пусть точка М движется по прямой лин1И такимъ образомъ, 
что разстояше ея отъ н'Ькоторой точки /^о ^'^^^ прямой лин1И 
выражается сл1^дующею формулою: 

8 = А + В1+С1^, ....... . (275) 

гдЪ А есть постоянная величина, им'Ьющая измФрен1я длины, В — 
постоянная величина, имеющая измФрен1Я скорости, С — постоянная 
величина, имеющая изм'Ьрен1Я длины, д'Ьленной на квадратъ времени. 
Скорость этого движен1Я выражается формулою: 

^=5 + 2а 



^ш-ьг. 
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Годоррафъ ес1!Ь дрянаа ннш, прохедящш ще&ъ начало коор-^ 
динатъ и параллельная траэкторти точки Ж; разстоян1е а то^ч&к 17^ 

чертящей годографъ, отъ начала координатъ равняется скорости 

■ 

точки ж, помноженной на единицу бремени^ то есть: 

-. . -.•.•■ • !■ ^- ■■ » 

По формуле (274) мы найдемъ, что величина ускорешя равна: 



!(■ 



то есть величина ускорешя постоянна и равняется удвое]^ом7 

". . • • ■ ■ ■ ' ■ 
коэффищенту С. 

Прямолинейное движен1е съ постоянннмъ уско]реН1емъ назы- 
вается, какъ известно, равиомгьрнр ускореннымъ^ если скорость 
точки М непрерывно возрастаетъ, н равномгьрно замедлеицымъу 
если скорость непрерывно убываетъ. 

Мы не входимъ зд^сь въ подробное разсмотр^ше свойствъ ра1в- 
ноускоренныхъ и равнозамедленныхъ прямо линейныхъ движвИ1Й^ такъ 
какъ это делается съ достаточной подробностью въ пачальяыхъ 
курсахъ Физики; мы обратимъ внимаше только на такое равно- 
ускоренное движен1е, въ которомъ ускореше равняется единиц'Ь. 

Возьмемъ такое равноускоренное движеше, въ которомъ въ на- 
чальный моментъ скорость равна нулю и въ которомъ точка М 
проходитъ въ первую единицу времени длицу/рйвную>6л(|вш4^ 
единицы длины; ускорен1е въ этомъ движеши равняется едйниц'Ь. 

Въ самомъ Д'Ьл*, для того, чтобы при ^=0 скорость точки 
М равнялась нулю, необходимо, чтобы В равнялась нулю; дал^е, 
изъ формулы (275) слФдуетъ, ч«о длина п;ти, пройденнаго точкою 
въ течен1и времени ^ отъ начала движен1я, выражается такъ: 

1^8- А = а'; 

длина пути, пройденнаго точкою М въ те^еШи первой единицы 
времени отъ начала движешя, выразится 'гакъ: 

С (единица времени)^ = Св^\ 



^ш -&3. 
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такъ вакъ это должно равняться подоннн^Ь единицы дяинн, то 
дояашо быть: 

ор (единица длины) д^ 

(единица времени)^ в'* 

Тавъ внрааюется веяичина ускорен!» въ этоиъ движен]и, 
потону что, кавъ вид^^и.внше, 2 С предетавляетъ величину уско- 
Р6Н1Я въ равноусвореннонъ движеши; что въ разснатриваенонъ 
движен1и ускореше равно единиц1^, видно изъ того, что скорость 
точки II, описывающей годографъ, равна: 

2Св = — = (единиц* скорости). 

Отсюда видно, что величина единицы ускорен1я ииЪетъ слЪ- 
дующШ символъ: 

(единица убкорен1я) = (един^^'в^^^ 

н что единицу усмренгя импеть тсчка^ еышедшан въ моментъ \ 
]( = О изъ покоя и двиокущаяся прямолинейно и равноускорен' ^ 
но пшкимъ образомъ^ что въ первую единицу времени про- : 
ходить половину единицы длины пути. 

Величина всякаго ускорешя выражается произведешемъ изъ 
нФкоторато отвлеченнаго числа на единицу ускорен1я; одно и то же 
ускореше иожетъ выражаться различными отвлеченными числами, 
смотря потому, что мы возьмемъ за единицу длины и что — за 
единицу времени. 

Если возьмемъ метръ и секунду средняго времени, то величина 
ускореи1Я, цоторое им^етъ всякая точка твердаго тФла, свободно 
м безъ вращен1Я падающаго въ Париже на уровн'Ь моря, выра- 
жается такъ: 

9 = 9,8091 ^з^р, 

потому что каждая точка т1^ла пробФгаетъ въ первую секунду 
послЪ начала падешя 4,9047 метра. 



-^ 236 - 

ЁСЛ1 за единицу времени возьнемъ жмнуту, а за едипцу 
длины — дециметръ, то новая единица ускорен1я: • « : - 

(децимефй) 
(минута)» 

будетъ въ 36000 раз% мен'Ье прежней, как'Ь не груднб вйдФть 
изъ сл-Ьдующато равенства: 

(метръ) 10. (дециметръ) оелпл (децим.)' , 

(секунда)* ~ / 1 \\ ч."" ^"^^^ (Шй^г.у^ ■'■■• ■ 



/ 



("60/ (^'^"У'^^^' 



г 



поэтому тоже самое ^ускореше д выразится числомъ въ 36000 

ч 

разъ большимъ прежняго: 

децим. 



•д^^гтш^^^ 



1 « 



« • : Г .'< 



Подобнымъ же образоиъ можно перейдти къ выражешю усБорен1я 
въ другихъ единицахъ ускорен1я, при которнхъ единицею длины слу- 
житъ футъ какого либо государства, или другая иФра длины. 

Съ нФкоторыхъ поръ въ научннхъ 1гзел^Ьдован{я^' принято 
принимать за единицу уекорешя велитану: ' 

(сантиметръ) 



(секундй)' ' 

въ которой: 

сацт. ^1 



(276) 



9 = 980,94 7?^^*). 

^ ' (сек.)* ^ 



Подобно скорости, увкореше изображаютъ длиною, заключающею 
столько единицъ длины и частей ея, сколько въ величине представ-* 
ляемаго ею уекорешя заключается единицъ увкоретая и частей ея; 
эту длину нредставдяютъ оеб4^ проведенною изъ м^Ьста тмкр ^ДС 
параллельно скорости точки 27 на годограф'Ь; направдеше этой 
скорости принимается за направлен1е ускорен1я. 



\ *) Ускорен1е силы тяжести въ 1хлкожъ жябо м^ст^ земной поверхности подъ 



широтою X и на высогЬ к сантиметровъ надъ уровнемъ иоря равняется: 

■ :*■»• 

д = (980,6056 - 2,5028 С08 2Х ^ 0,00(ХШЛ)^^?5? 



'I.: . . I: 

бант. 



XV,) -65.64. 
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Таштъ обрааомъ ускорешю, аодобяо бкоростн, мы прнаиси- 
ваемъ не только величину, но и направлбН1е. 

Величина ускоренгя движущейся тачки вь нами либо мо- 
ментъ времени равняется дтьленной на единицу времени вели 
чин$ь скорости^ которую имтьетъ въ этотъ моменшъ тючна 11у 
чертящая годографъ] направленге ускоренгя есть направленге 
этой скорости. 

Величину и направлеше ускоренхл какой либо точки мы буденъ 
обозначать тою же самою буквою^ которою мы обозначаемъ скорость 
ея, но только съ точкою надъ буквою; такъ: 



V 



( 
) 



булвхъ обозначать величину и направленге ускорен1я въ абсолют- 
ноиъ движеши точки М. 

Изъ всего сказаннаго въ этомъ параграф* видно, что уско- 
реше можно охарактеризовать следующими словами: это есть вели- 
здна, определяющая быстроту и направлен1е изм^нени скорости 
въ разснатриваемый моментъ. 

§ 64.:^Ускорвн1е въ прямолинейномъ движеши. Про- 
дкцш ускорвн1я на оси координатъ въ какомъ бы то 
ни было абеолютномъ движеши точки. 

Въ прямолинейномъ равном*рномъ движеши ускорен1е равно 
нулю, такъ какъ скорость точки не изменяется ни по величин*, 
ни по направлешю. 

Въ прямолинейномъ неравномерномъ движен1и точки годографъ 
есть прямая линш, параллельная прямолинейной траэктор1И точкИ) 
поэтому ускореше направлено вдоль по лин1и движен1Я, въ сторону 
движешя или въ противоположную сторону. 

Внберемъ на прямой лиши некоторую постоянную точку 5о 
и одно изъ двухъ направлешй прямой^ выходящихъ изъ этой точки, 
примемъ за положительное, противоположное — за отрицательное. 

Означимъ черезъ 5 разстоянте точки М отъ 5о; 5 есть положи- 
тельная или отрицательная длина, смотря потому, находится ли М 



4111 - 6И. 
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по отношешю къ 5о на положительной или на отрицательной 
сторон'Ь прямой. 

Производная ^ представляетъ тогда скорость точки М по 

положительному направлен1Ю прямолинейной траэктор1и. 
Длина: 

представляетъ разстоян1е точки Лу чертящей прямолинейннй годе- 
графъ^ отъ начала коордйнатъ, черезъ которое онъ проходить; раз- 
стоян1е а будетъ положительною или отрицательною длиною, смотря 

потому, направлено ш ОТ! параллельно положительному или отри- 
цательному направлен1Ю прямолинейной траэктор1и. 

Ускореше прямолинейнаго движен1я выражается сл'Ьдующймъ 
образомъ: 

оно можетъ бнть положительнымъ или отрицательннмъ, смотря йо 
тому, направлено ли оно въ положительную или въ отрицателе** 
ную сторону прямолинейной траэкторхи. 

Бели точка М движется по оси X и положен1я ея на этой 
оси выражаются разстояшями ея х отъ начала координатъ, то 
ускорен1е ея выражается, согласно съ предыдущею формулою, второю 
производною отъ X по Ь: 

если эта величина положительная, то ускореше направлено въ сто- 
рону положительной оси X, если же она отрицательная, то уско- 
реше направлено въ сторону отрицательной оси X. 

Наприм^ръ, если точка М движетса по оси X по закону: 

Л? = Л С08 (2тг'2г)» 
то уск6рен1е ея— следующее: 



й1 



5= — 2^АС08(21Г'2г1 = — 2^ж • 



>1и-ь)/. 
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а«9 мшрщенк ноказываетг, что, когда точгса находится на поюжжтель- { 
ной сторон^^ оси X, тогда усЕореи1е ед наи])авлено въ (ггорову отрнца- | 
тельной оси, когда же точка находится па отрицательно!! оси Ху то уско- ' 
ртА% ея наиравлено въ сторону положительной осп; сл11ДОвательно во . 
всякомъ П0Л0ЖСН1И точки ускорев1е ся наиравлено къ началу координатъ. '. 

Величина же ускорен1я въ :)томъ движсн1п п^юпордюнальна разстоя- 
в{ю точки оть начала координатъ. 

Б. Обратимся къ криволннеМножу движонтю точки. 

Уекорепе^ представленное длиною, можетъ быть проэктиру- 
ейо подобно скорости на всякое направлеше и на всякую плос- 
кость. Составимъ в&ражен1я проэкц1Й ускорешя на неподвижныя 
оси координате. 

^ Таить какъ ускорен1е ии'&етъ направлен1е скорости точки Л, 
чертящей тодо]фафъ, и величина его равняется величин1^ этой 
скорости, Х^^ленноЁ на ву то наиъ нужно будетъ составить выра* 
ж:ёЯ11 проэкц!! этой скорости на сказанный оси. 

Координаты точки ?7, чертящей годографъ, равняются проэк- 
Ц1ямъ на оси X, У, 2 длины, представляющей скорость точки; 
то есть координаты ея суть: 

{ (1х I (1у .1 йг *ч 

ех=в-^у ву=в-^^, в^'=в^П 

сл1^довательно лроэкщи на оси X, У, 2 скорости этой точки Л 

днразятся такъ: 

(]^х а'^у ^ 

проэкщи же на оси координатъ ускорен1Я движущейся точки М вы- 
разятся, поэтому, вторыми производными отъ координатъ по времени. 



V С08(г7,Х) = -^ = Ж 

V С08(г;,^) =-д^ = ^ 



\а1о) 



*) Въ глав^ 1-й, на стр. 89 и сл'бдующихъ за ней, мы не ввели символа сди- 
вицн времени въ выражешл координатъ точки Л; присутств1е его мы тамъ 
только подразумевали, зд'Ьсь же ставимъ его ясно. 
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Изъ атихъ равенствъ мы получинъ следующее внражшевб' 
личины ускорен1я въ криволинейномъ движеши: 



^ = + /(5)'+($)*+(5)' (279) 

Вторыя производныл х^\ у^\ 2^ ии'Ьютъ еще иное значеше: 
это суть усБорешл тФхъ прямолинейдыхъ движенШ по осямъ 
Ху У, 2^ который совершаютъ прозБЩи точки М на эти дси; сле- 
довательно равенства (278) выражаютъ, что проэкцш ускоре- 
игя дегююущейся точки Ж на оси коордииашъ X, У, 2 рав- 
няются ускореигямъ проэкцгй тачки М на эти оси. 

Крон* того изъ равенствъ (278) и (279) видно, что уско- 
ренге точки М представляется^ по величин^ь и по напра- 
вленгю^ дгаюналъю параллелепипеда^ имп^ющаго вершину въ 
точкп* М и ребра равныя и параллельныя ускорвньямъ про&к- 
цгй точки М на оси координатъ. 

Изъ этого сл4дуетъ, что: 



;=ж'' + У' + ^^ (280) 

то есть, что угкорен1е V есть геометрическая сумма ускорешй х^\ 
у^\ 2^^ ^ш что эти четыре ускорешя им4ютъ ташя величины ж 
направлешя, что изъ лиши равныхъ и параллельныхъ имъ можно 
составить замкнутый четыреугольникъ; этотъ четыреугольнмкъ 
конечно не нлоскШ. 

Если изв'Ьстны выражен1я координатъ точки М въ функ- 
Ц1яхъ времени, то, по формуламъ (278) и (279), мы им4вмъ 
возможность выразить функц1ями временц величину и направле- 
ше ускорешя точки М. 

Такъ, въ примфрахъ 2 и 8-мъ мы найдемъ, что уекореи1б 
направлено параллельно оси У и имФетъ постоянную величину д. 

Предлагаемъ оиред^лить величину и наирв.влеше ускоренхя при дви 

жешяхъ точки Му указанныхъ въ задачахъ №№ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 

• . ■ ■ ■•• 

Окажется: въ № 1, что ускоренхе наиравлено вдоль по прямолинейной 
траэктор1и движущейся точки; 
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въ № 2, что ускорен1е направлено къ началу координатъ и равно 
«V, тд^ г есть разстоян1е точки М отъ начала координатъ; 

въ № 3 и 4, что ускорен]е направлено по продолжешю радауса век- 
тора, проведеннаго изъ начала координатъ къ точк'Ь М и равно Тс^г, т^ 

въ № 5 — тоже, что и въ № 2; 

въ № 6, что проэкщя ускорешя на ось У им-^^еть постоянную вели- 
чину 26', проэкцш же его на ось X возрастаегь пропорщонально вре- 
мени (ж" = баО; 

въ № 7, что: 

то есть, что ускоренхе есть даагональ параллелограмма, построеннаго на 
ускореши д^ параллельномъ отрицательной оси Д и на ускореши равномъ 
кV и направленномъ противоположно скорости точки М. 

§ 65. УсЕореше заБ^[И)чается въ плосбости Бри- 
визнн траэБторш. 

/^*Мн В1Д'1и[Иу что при пряжодинейномъ движеши точки уско- 
рен1е направлено вдоль по самой прямой, такъ что направлевае 
его въ 9Т1хъ случаяхъ жли совпадаетъ съ направленхемъ скоро- 
еп, ии противоположно направлешю посл^^днеД. 

При криволинейиоиъ движеши точки иаправлеше ускорешя 
иожетъ быть перпендикулярно или наклонно къ направлешю ско- 
рости; такЪу наприн'Ьръ, если точка движется съ постоянною 
екоро€тью/110 окружности, то ускоренхе ея перпендикулярно къ 
екороеп, что нн сейчасъ докажемъ. 

Въ § 15, на стр. 40 было показано, что въ этоиъ случа^^ 
годографъ есть окружность, ииФющая центръ въ начале коорди- 
нагь О и радхусъ равный величине скорости а точки М. Такъ 
вавъ радаусъ векторъ О Л точки Л параллеленъ скорости а, кото- 
рая перпендикулярна къ радхусу ОЖ, а послФдшй равномерно 
вращается вокругъ С въ сторону, указанную на чертеж^^ 102 не- 
оперегною стрелкою, то и радаусъ векторъ О Л вращается вокругъ 
точки О съ тою же постоянною угловою скоростью въ сторону, ука- 
мшную на чертеже 102 оперенною стр1^лкою; поэтому скорость (7 Г 
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(черт. 102) точки V годографа равна О С/ш = аш, гд* ш есть 
угловая скорость рад1уса вектора СМ=В\ а^ сл4доватедьно, уско- 
реше точки М имФетг сд4дующую величину: 

такъ какъ угловая скорость ш равна скорости а, д^Ьленной на В,. 

На чертеж* 102 видно, что скорость точки Т1 направлена 

противоположно направленш рад1уса вектора СМ\ и такъ: при 

) равномгьрномъ движенги точки по окружности ускореиге ея 

- направлено къ центру тружпости и равно квадрату ско- 

, рости точки ^ дпигенному на радгусъ окружности. 

Очевидно, что если траактор1я точки есть кривая плоская, 
то ускорен1е да]ключается въ плоскости кривой. 
<Ь> Мы теперь докажемъ, что если траэкторзя кривой есть кри- 
нг^гх^- ) вая не плоская, (витая), то ускоренге заключается вг плоско- 
^е-^ш сти кривизны кривой. 

Плосностмб крививны криво! линпг въ какой либо точкЪ ея 
М мы называемъ предельное пояожен1е, къ которому плоскость, 
проведевнал черезъ касательную къ кривой въ точк'Ь М парал- 
лельно касательной въ 1^ч}^% Ж^, близкой къ М^ приближ^мтед 
ири нриблмжеши точки Ж^ къ точв* М до пъ «овпадшя. 

Когда травкторхя еьп 1ае алосюя (витая) кривая, тогда ра- 
'Д1усъ векторъ годографа ооисывантъ коническую новерхность, вер- 
шина воторой ееть начало координатъ, а направляющая «^ годе* 
графъ; рад1усы векторы годографа суть производяЩ1Я атоА конн* 
ческой поверхности. •: . 

Пусть 011 есть рад1усъ векторъ годографа, соотвЬтствующЙ 
'гочк* Ж на траэкторш, а ОТТх есть радтусъ векторъ, соопйт- 
ствующШ точк'Ь М1 тра»ктор1и; очевидно, что егЬкущая плоскость «ка- 
ванной конической поверхнбсти, проведенная черезъ проивводящтя ОСТ 
к О СГх бу деть пар1алледьна плоскости, проведенной черезъ касатель- 
ную къ траэкторл въ точк-Ь ^параллельно касательной въ ТОЧ1ЛМ1. 
При приближен1Н точки Мх къ точк'Ь М, вторая плоскость 
будетъ приближаться къ плоскости кривизны традКтор1В[ в1» точж^Ь 
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.ЛС; ш^^отЪ еъ т'Ьмъ параиелыад ев с^Ькущая одоекость кони- 

щтюШ поверхности будетъ ариблн«аться къ касательной пдос*- 

<овп, ороведенной къ этой поверхности черезъ арои8В0|дащую 

*01Т^ ^^'^ какъ приближеше точки Мг къ точкЪ М влечетъ за 

собош ориближеше производящей ОЛг къ производящей ОЛ. 

Изъ ВТОГО слФдуетъ, что плоскость кривизны тразктархи въ 
-точк'к М параллельна къ касательной плоскости, проведенной 
.'«ъ; воиической поверхности чревъ производящую 027. 

Но въ этой плоскости заключается скорость точки ТТ го до- (, 
графа; поэтоиу въ плоскости кривизнн точки М траектории за- 1 
«иючается ускорея1е, которое ии'Ьетъ движущаяся точка въ этой 
ТОЧКА тра9ктор1И. 

^ 66. Ускореше въ движенш точки съ постоянною 
^бюроетыо но БаЕой бы то ни быяо траэЕтор1и. 

Я. Если точка движется по какой бы то ни было траэкторги, 
:'1и!(и»ой или ие плоской(витой), съ постоянною скоростью, то рад1усъ 
ректоръ годографа имФетъ постоянную величину, сл'Ьдовательно, 
скорость точки II, описывающей годографъ,ии'Ьетътогданаправлеше, 
«ержеидикулярное къ радхусу вектору 017 точки [/(черт. 103), 
цщио бнть тогда ускоренге перпендикулярно къскорости движущейся ' 
точки или къ касательной къ траэктор1и; говоря иначе: въ этихъ : 
'«яуч[аяхъ ускореше заключается въ нормальной плоскости къ кривой. 

Но ускоренте заключается въ то же время и въ плоскости . 
жржвизны траэктор1и; значитъ оно находится на лин1И перес^Ьче- V 
•ш плоскости кривизны съ нормальною плоскостью. ■ 

Эта ЛИН1Я называется главною нормалью кривой лин1И въ ? 
рассматриваемой точбФ. 

Изъ точки на кривой по главной нормали можно провести 
два прямопротивоположныя направлешя, одно: МN (черт. 103) 
въ ту сторону, куда кривая вогнута, другое; МЛ^ въ ту сто- 
^01у^ куда кривая выпукла. 

Не трудно сообразить, что ускорен1е должно быть направлено 
ждодь но первой части МN нормали, а не по второй, такъ какъ 
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въ сторону вогнутости тра9Ктор1и направлено из]11^нен1е скорости, а^ 

сл1^довательно и направлен1б скорости ГГГ (черт. 103) годографа- 

^' И такъ, если точка движется по какой бы то ни было тр|^кто* 

; р1и съ постоянн ою скоростью, то ускорен1е въ кахдо! точк^Ь траэкто- 

р1и ии'Ьетъ направлен1е той части главной нориали кривой въ 

^ атой точк-Ь, которая находится по вогнутую сторону кривой. 

Формулы (278) и (279) поаужатъ наиъ для опредФлеи1я ве- 
личины ускорешя; но прежде мы н1Ьсколько И8м1^нииъ ихъвидъ* 

Выберемъ на тра9ктор1и н^Ькоторую постоянную точку /во, отъ- 
которой будемъ считать ра8стоян1я по траэкторш. 

Означииъ черезъ в разстояше движущейся точки отъ /^о; 8 
есть положительная или отрицательная длина, смотря потому, на- 
ходится ли движущаяся точка по отнон1ен1Ю къ 5о на положи- 
тельной или отрицательной стороне тра9ктор1И. 

Пусть ^ есть разстояше движущейся точки въ моиентъ <=0;: 
такъ какъ эта точка движется съ постоянною скоростью а, то раз- 
стояше ея отъ ^8о въ иоментъ < будетъ имФть следующую величииуг 

8 — 8о:±:а1, т • . . (281)^ 

гдФ знакъ+долженъ быть взятъ при движеши, направленномъ въ 
положительную сторону тра8ктор1и, а знакъ ( — ) при движеши^ 
направленномъ въ отрицательную сторону ея. 

Бели координаты движущейся точки выражены функц1ям№ 
времени: 

х=т\ у=ш, ^=т\ 

тОу при помощи равенства (281), мыможемъ выразить ихъ функ- 
Ц1ЯМИ $: 

^ = ^^(^0' •^=/'»0)' ^ = /"30) (282> 

причеиъ должно им'Ьть въ виду, что 5 есть функщя времени, вн- 
ражаемая равенствомъ (281), 

Такимъ образомъ х^ у у г можно разсматривать какъ функши отъ^ 
8| которое есть функцзя отъ Ь\ поэтому первыя и вторыя произвол-^ 
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-11111 воордннатъ ПО времвни можно представить слФдующнаъ обра- 
^окь: 



ах 


а* 

~ аз 


аз 
аг 
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ан " 


=^:±а 
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ч^довательно, при постоянно! скорости, иы можемъ внражетя 
^278) и (279) представить сл'Ьдующимъ образоиъ; 



г;со8(г;У)=а ^ 
г;со8(г>^)=« ^в* 



(283) 



'^=^'}Гт^шщ (284) 

Б * Чтобы понять смыслъ этихъ выражешй, надо припомнить зиа- 
-ченхе и аналитическое выражен1е такъ назнваемаго радтуса кри- 
818НН кривой. 

Среднею кривизною дуги кривой^ заключающеюся между 
точками И и Их ел, называется отношен1е угла^ образуеиаго 
ваправлешями ОТ! и 0Т1х^ параллельными касательнымъ линзямъ 
ГБ кривой въ точкахъ М и М\^ къ длин^Ь дуги кривой, заклю- 
чающейся между 9ТИИИ точками. 

Кривизна кривой въ точк'Ь М есть пред'Ьлъ, къ которому, 
при приближети точки Мг къ точк1^ М, приближается средняя 
кривизна дуги ММ1. 

Означимъ чрезъ Лг угом смежности въ точкФ ЛГ, то есть 
4(е8конечно малый ^голъ между направлен1ями касательныхъ, про- 
«еденныхъ въ безконечно-близкихъ точкахъ М и Мх на кривой, 
;а черезъ Лз длину безконечно-малой дуги ЖЖ; кривизна кривой 
въ точкФ М выразится такъ: 

кривизна въ Ж = ^- 
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Уголъ смежности представляется угломъ между бевконечно-блжв*' 
ними рад1усами векторами 011 ж 0Т1г годографа скорости тоад»^ 
движущейся по кривой; если скорость точки им1^етъ постоянную веди- 
чину а, то уголъ между безкопечно- близкими рад1усами векторажк' 
0X7 \^ ОЛг измеряется отношен1бМЪ безконечно-малой дугв йо^ 
заключающейся между точками II и 271, къ длин^ рад1уса вектора • 
0?7, равной а единидамъ длины: то есть: 






поэтому: 



^^ * Л кривизна въ точк'Ь -ЯЙГ=— ^ (285/^ 

Кругъ имЪетъ постоянную кривизну на протяжев1и всей кривой. 

Въ самомъ д'ЬлФ, въ кругЪ уголъ смежности равняется углу^ 
между соответственными радхусами круга; длина же дуги окруж-- 
ности равняется величине угла между рад1}сами, помноженной на- 
длину рад1уса, поэтому: 

кривизна круга = ^^ = ^; 

то есть кривизна круга равняется единице деленной на величину 
его рад1уса. 

Вообще, кривизна какой либо кривой въ какой либо точк1^ ея 
равняется единице деленной на некоторую длину, величина которой- 
называется величиною радгуса кривизны кривой въ этой точк^Ь» 

Представимъ себе кругъ, касательный къ кривой въ разсматри- 
ваемой точке, находяпцйся въ плоскости кривизны этой точки, имею*-* 
Щ1Й центръ по вогнутую сторону кривой и обладающ1й тою же саюм>* 
кривизною^ какую имеетъ кривая въ разсматриваемой точке; веди- 
чина рад1уса этого круга будетъ равщ1 величине рад1уса кривизна 
кривой въ разсматриваемой точке ея. 

Лаправлетемъ радгуса кривизны кривой въ разсматрвваеноЖ' 
точке называется то направлен1е главной нормали, которое идетъ къ 
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центру вншескаа&ннаго круга. Этотъ центръ называется цемтрот 
кри&иаии кривой въ равсматриваемой точбФ. 

Величину н направмше рад1уеа кривизны иы буденъ означать 
буквою р. 

Изъ вышесказаннаго сд1^дуетъ, что направлеше радауеа кри- 
визны совпадаетъ съ направлешеиъ уекорен1я, которое ии1^етъ 
движущаяся по криво! точка въ тоиъ случа'Ь, когда скорость ея 
ии'Ьетъ постоянную величину. 

Величина же радхуса кривизны, на основаши формулы (285), 
иожетъ быть выражена такъ: 

ад.8 ^Ь а? 



потому что -^ равняется величин* скорости, а у-^ равняется 
величин* ускорен1я. 

Подставивъ г;р вместо а^ въ формулы (283) и (284) и им*я въ 
виду, что направлен1е р совпадаетъ съ направлешеиъ ускорешя^ вы- 
ражаемаго этими формулами, мы получииъ сл*дующ1Я выражен]я, дока- 
зываемый въ приложен1и днфферен11]альнаго исчислешя къ геометр1и: 

С08(рХ) = р;^|,С08(рУ) = рд^, С08(р^) = р^, . .(286) 



-,=ут'+тчш (287) 

Величину и направлеше ускоренхя точки, ии^ющей постоянную 
скорость, мы можемъ выразить теперь такъ: 

Если точка двиаюется съ постоянною скоростью^ то на- 
праеленге ускоренгя ея въ какой либо точмь тра&кт^и совпа- 
даетъ съ направленгемъ радгуса кривизны въ этой т^чкгь^ а 
величина ускоренгя равняется квадрату скорости^ дп^ленному 
на величину радгуса кривизны. 
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§ 67. ПроэБщи усБорешл на каег^тельную и глав- 
ную нормаль. 

Представимъ аь6% тго точка двкжетса какимъ бы то ни было 
образрм ъ по каБОй бы то ни было траэБтор1и. 

Пусть: 

Х=Гг{Ь\у=Г2И\1^ = ГЛ^) (1) 

«сть 7равнен1я, вырагающ1я движен1е точен. 

Пусть ^ суть разстолшя, считаеиыя по траэвтор1и, движущейся 
точки отъ н'Ькоторой постоянной точки б^'о; взятой на тра9ктор1и; 
означимъ черезъ $о такое разстояше въ начальный монентъ: ^=0. 

Координаты х^ у, а можно выразить функц1яии разстояшя $, если 
последнее будетъ выражено функцхею 1\ посл-Ьдвее же можно сд'Ьлать 
нижесл'Ьдующимъ образомъ: 

Мы составляемъ выражен1е: 



въ которомъ корню приписываемъ знакъ + для т'Ьхъ моментовъ, 
въ которые скорость точки направлена въ положительную сторону 
траэкторш. 

Интегрируемъ это равенство въ пред:Ьлахъ отъ ^ = до ^, 
получимъ требуемое выраженге $ въ функцш времени: 

8=8о+ /сиУ[т)г + [гш' + [тт- . . (288) 

о 

По исвлючеши времени изъ этого равенства и изъ равенствъ 
(1), мы получимъ выражешя для х^ у^ в въ функц1яхъ отъ $, 
причемъ надо им'Ьть въ виду, что 5 есть функц1Я времени, выра- 
жаемая равенствомъ (288). 

По этимъ причинамъ первыя и вторыя производный отъ 
координатъ движущейся точки по времени можно представить въ 
нижесл'Ьдующемъ вид-Ь: 



Уи|- 



м-и. 
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Ох 

аг 


= 


их 

дз 


из ^ 


• • 


• • 


• 




^ 




[%) 


'+ 


б^Х С[^8 

аз а^' 



Следовательно равенства (278) представятся такъ: 






ах а*з 



' I 



II 



/. .'■ 



Вм4Ьсто вторнхъ производннхъ коордкнатъ по дуг'Ь $ иы ко- 
женъ сюда подставить равныя инь величины изъ (286); квадратъ 
производной отъ 5 по ^ можемъ зам'Ьнить квадратонъ скорости точки; 
что же Басяетея до оотальннхъ производнвпъ, то надо жяЛп въ 
виду два противоположные случая: а) если скорость направлена 
въ положительную сторону траэкторш, то: 

с1з а^з аV лх _ / хгч 

б) если скорость направлена въ отрицательную сторону траэктор1и, то: 
аз 



аг 



а^з (^V ах / -«гч 



• • • 



сл'Ьдовательно во всякомъ случа'Ь: 

ах ач аV / лгч 



аз аГ' 



• • • 



л\ 



•-• :/■ 






Такииъ образомъ мы получаеиъ, вх'Ьсто (278), сл'Ьдующхя 
равенства: 



V С08 (г;Х) = 7 С08 (рХ) + 

г 



аV 



а( С08(г;Х) 

V С08 ЦУ) = 7 С08 (рУ) + 



о 

V С08 {V2) — \ С08 (р^) + 

г 



аг 



С08(|;У) 
С08 {ь2) 



(289) 



воторыя выражаютъ, что усмреиге V есть дгагональ прямоуюлъ^ 
чипа, стороны котараю суть: 
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С (. 



51 ^ - - 



ускоренге (г;^:р), отложенное нъ центру кривизны, 

Со 4 '^ ускоренге -^^ отложенное по напраелетю скорости если -^> "> 

>? ^ ^ • <^^ ^ л 

Л V ^ и по направленую противоположному скорости^ если -^<0. 

4 с ^ Поэтому - есть прожцгя ускорепгя на напрмленге иав- 

^ г [ ной нормали и -^ — проэкцгя на направленге касательной. 

V С С^ 

у ^ ^ мулою: 



Величина ускорев1я иожетъ бвть выражена сл^Ьдующею фор- 



«•^А 

ч 



Й?- . " = /(7)' + (§)'• (29«) 









Ускоренге всегда направлено въ (торону вогнутости кривой. 



Ф) 



На чертеж* 104 представленъ случай, когда ■лг>0, на 



^5^ чертеж* 105— случай, когда -^<0. 






§ 68. ПроэБщи усБорещя на неподвихння направ- 
лешя. 

Аналогично съ внражетямн (8) § 13^ про9БЦ1И ускорешя на 
оси Боординатъ X, У, 2 можно представить следующими формулами: 

г;С08(г;Х;= -^ 



V С08 (г;У) = ^ ^^а 

/' г,\ <Р(гсо^(г2)) 



(291) 



и, вообще, если Р есть какое либо неподвижное въ пространстве 
направлеше, то: 

VVов{VР) = ^^^^Р^^ (292) 

§ 69. Проакщя усБорешя на нодгихное напрамеше. 

Проэкщя усБирешя на какое л1($о ваправлете П, изнФняющееса 
ВЪ пространств*, равна проэкц1И скорости годографа на то же 
направлеше; поэтому, для того, чтобы составить выраженхе такой 
нроэкщи, воспользуемся внражешемъ (14) стр. 30: 



Ут-ьу.^о. 
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V со8(г;П) = ——^ — - — гУп сое (гг;^), 

которое прих^нинъ въ рад1усу вектору е екорости точке, опесы- 
вающей годографъ; для этого ваи'ЬЕЕИЪ въ атоиъ вн1^аакеЕ1Е: 
рад)усъ векторъ г — скоростью V в скорость V — ускорев1емъ ^?, 
тогда получЕмъ следующую общую формулу: 

V С08 (уД) = ^^ ^^ ^ )^ — г;|;1гС08(|;|;1г) , . . . (293) г^а, $ ; 

гд:Ь V'к озвачаетъ велЕЧЕву е Еаправлев1е скоростЕ точке, вахо- 
>дящейся на конц'Ь длены, равной едЕНЕЦ'Ь е проведенной езъ 
начала коордвнатъ параллельно направлешю П. 

§ 70. ПродБЦ1И усБорешя на координатныя оеи 
полярныхъ Боординатъ. 

Формулу (293) п^ЕМ'Ьннмъ къ еоставлешю выражетй проэкщй 
ускорен1я на осе « е р полярныхъ воордннать, предполагая, что 
точка совершаетъ движенхе въ плоскосте ХУ. 

СохранЕмъ обозначен]я, принятыя на стр. Зв, е будехъ 
орхентнроваться по чертежу 19 лнста 1 го. 

По фориул'Ь (293) напЕшемъ дв'Ь сл'Ьдующ]я формулы: 

г; С08 (г;а) ==* -^^-^^^^^ — ^!;а С08 (г;г; ^ , .... (294) 
г; С08 (V?) = -^^^^^^^ — <?Гв С08 («?Гв), .... (295) 

Проэкц1Е своростЕ на оси а Е р выражаются формуламЕ (20 Ыз), 
скорость VА точки А (черт. 19) направлена параллельно оси р и 

равна -^, а скорость Vв точки В направлена противоположно оси 

а и равна скорости VА\ поэтому: 

V С08 (г?а) = р', V С08 (г;р) = рб', 
VV^ С08 {VV^ = VЬ^ С08 (|;р), VV^ С08 {VV^ = — гЛ' СОВ (г;а). 



— 252 — 
ВслФдст1е этого, внражев1е (295) кожно представить тавъ: 

Получатся вл'Ьдующ1я В11рахен1я: 

» С08 Ы = 5^ — р ("5^ )' (2%) 

^со8(,,Э) = |-Ц^ (297) 

По этинъ формуланъ мы опред'Ьлимъ велкчяну и на11равлен1б 
ускорен1Я въ прии'брахъ 4, 5 и 10-мъ первой главы. 

с^И Въ прим-Ьр* 4-мъ; 

г;С08(г;а)= — ^^й^", VСОВ{,V^)= -у а; 

Т. 6. проэкщя убБорен1Я ва ось р постоянна; проэкц1Я же уско- 
решя на рад1уеъ векторъ направлена въ началу коордннатъ и 
возрастаетъ пропорцюнально времени. 

м-/ /у Въ пример* 5-мъ: 

V С08 (г;а) = р ( П — -^)\ VСОВ (г;?) = -^ Пр. 

Величина усворен1я: 

пропорщональна ввадрату величины сворости (сравн. стр. 37). 

Изъ выраженШ проевцШ сворости на оси полярныхъ воординатъ 
сл4дуетъ: 



поэтому: 



*&м=-^^ 



^ С08'(г;а) 



С08 (г;а) = С08^ {Vа) \1 — 1§^ {уа)\ = С08 2 (ш), 
81П (г?а) = 81П 2 (г;а), 
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то есть уекорбн1е составдяетъ еъ осью а уголъ вдвое больш1й 
угла, составляемаго скоростью съ этою же осью. 

Если въ какомъ либо движен1и произведете р^О' пл'кеть постоянную 
величину, то проэЕЦ1Я усворен1я на ось р равна нулю и у своренхе направ- 
лено по оси а или противоположно ей. 

Это шй^етъ м'Ьсто въ движевш точки по эллипсу, прнведенноиъ въ 

й Уд пример* 10, гд* р«9' = па«|/1 — в' (33). 

Такъ какъ усворев1е направлено въ вогнутую сторону кривой, то 
проэкщя его на ось а им'1етъ отрицательную величину, а потому: 

V С08 {Vа) — — г; = р" — р (в')^, 
или 



«а 



4с' I, 

гд* 

2с = р'&.^ 

Бзлвъ вторую производную по времени отъ равенства (28) стр. 47, мы 
найдемъ: 

(1 есо89 4с* 

поэтому : 

V='4^, (298) 



4с* 1 

Р Р*' 



то есть ускоренге обратно пропорцгонально квадрату разстоянгя точки 
отъ начала координатъ. 
л. акъ какъ* 



2с = па'\/1 — е\ р = а{1—е'), пТ=21г, 

то посл']^двее равенство можно представить въ сл^.дующемъ вяа^: 

47г»а» 1 



V= 



Т« 'р»' 



(299) 



Предлагаемъ читателю опред'Ьлить величину и направлеше ускорешя 
въ движен1яхъ, данныхъ въ задачахъ №№ 8 и 9; окажется: 

въ задаче № 8, что ускоренге направлено по оси а отъ полюса и прямо 

пропорц10нально радаусу вектору движущейся точки, а именно ускореше 

с'р • 
равно: -^> 
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въ задач'Ь Л^ 9, ускорен1е нааравлено по оси а къ полюсу и обратно 
проиорцюнально кубу рад1уса вектора; а именно: 

V= 8 

§ 71. ПровЕцш усжорешя на координатння оси сфе- 
риадскихъ координатъ. 

' Представцмъ себ^^ неизм^^няемую систему, съ которою неизм']^нно 
связаны прямоугольныя оси: ось 03, совпадающая съ рад1усомъ векто- 
торомъ ОМ движущейся точки Ж, ось ОГ^ параллельная координатной оси 
Р, проходящей черезъ точку М^ и ось 02, параллельная оси -(. На этихъ 
осяхъ возьмемъ три точки: точку -4. — на оси Е, точку ^Э — на оси Г, 
точку С — на оси 2 всЬ три въ разстоян1и равномъ единиц* длины отъ 
точки О. 

Проэкц1и ускорен1я точки М на оси а, р, у выражаются формулами: 

-г; С08 (ш) = -^^^^^^^^ VV^,СО^{VV^^ . . . (300) 

;,С0ф^) = ^^'^-VV^С0,{VV:), . . . (301) 

г; С08 (г^т) = -^^^- = -у^с С08 (г;г;с), . . . (302) 

Въ этихъ формулахъ проэкщи скорости точки М на координатння оси 
а, р, 7 вли на параллельныя имъ оси 5, Т, 2, выражаются формулами 
(19) стр. 32: 

V ео8 {V(x) = V С08 (г;Е) = ^^' 

г;со8(г;р) = ^со8(г;Х) = г^? I (19) 



V С08 (г?^) = г;со8(|;2) = г шЫ 






Воображаемая неизм']^наемая система вращается вовругъ точки О 
вм']^ст* съ радаусомъ векторомъ ОМ и вжЬст^ съ плоскостью РОМ 
(черт. 18), такъ что угловая скорость ^ этой среды есть составная изъ 
угловой скорости ф' вокругъ оси ОР и изъ угловой скорости <р' вокругъ 
оси 02; поэтому проэкц1и угловой скорости й на оси 2, Г, 2 равны сл4- 



дующимъ величинамъ: 






О 



V!1^-уI. 



— 255 



|) = (}/' сов <р, 2=* — ^'бШу, 2со8(02) = 9' *). 
Относительвыя координаты точеБъ, А, В, С — сл']^дующ!я: 

ТОЧКИ ^:$ = 1, 3^ = 0, С = 0, 
точки Б:Е = 0, 1Г) = 1, С = 0, 
точки С: 5=0, 71 = 0, С=1, 

поэтому ироэкц1и скоростей этнхъ точекъ на оси 2, Г, 2, по формуламъ 
(114) параграфа 28, выражаются такъ: 

V^ С08 {V^,Е) = О, V^, С08 (^в^) = — ?', ^с СОзС^сЗ) = ^' 8Ш ?, 

V^, С08 (г Д) = ?', «в С08 (г;»!') = о , г?с сов (г;сТ) = — ^' С08 ?, 
«?ж С08 (V^^) = 1{^'8Ш9,«^вС08(г;в2) = ф' со89,«^сС08(г;с2) = 0. 

Дал'Ье, мы состав пмъ проиаведен1я, зак1ючающ1яся въ форжулахъ 
(900) — (302): 

VVx С08 (г;г;А) = К?')^ + К^Т 8*1^^ ?» 

«?|;в С08 (VVв) = — Г'ф' -|- г 81П ? СОВ <р(^')'-, 

г;!;с С08 (г;«;с) = — г^ 8Ш 9 — ^?'1'' со8 ср. 

Всл'Ьдств1е всего этого формулы (300) — (302) дадутъ сл'Ьдующхя вы- 
ражен1я: 



V С08 {ол) 



-^-г(^У- 



Ь С08 («?) = 






сИ 



— г 8т 9 С08 ? 



■ (§)■' 



V СОВ (г;^) = 



1 й(.-8т«/^^) 



Г8Ш9 



б?^ 



. (303) 



*) Бъ глав^ II мы озвачали проэкц1ю угловой скорости 2 на ось 21 буквою 
г; вд'Ьсь же мы не воспользуемся этимъ обозвачешемъ, такъ какъ г уже упо- 
треблена для обозначеи1я рад1уса вектора движущейся точки М. 
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Прим^нимъ эти формулы къ опред'1лен1ю величины и направлен1Я 
ускорен1я въ движен]и точки по локсодроши (прим^ръ 6-й). 
Зд'Ьсь: 

V С08 (г;Р) = — Ва^ 1^^ а со*^ <р =« — (« *? « соЬ^ <р) V С08 (п), 

V С08 (гг^) = Ва^ 18 а со*§ <р = (а <)? <* сок? ср) V С08 (г;р). 
Изъ этихъ равенствъ сл-Ьдуеть: 



то есть ускоренхе перпендикулярно къ скорости и уменьшается по м']^р^ 
приближен1я движущейся точки къ экватору. 

§ 72. Ускорешя втораго и высшихъ порядковъ. 

Р . Пусть X, у, суть координаты движущейся точки въ моментъ ^, а 
^11 ^19 ^1 — координаты ея въ моментъ ^Ч-^; '^^^'^ ^^к'ь координаты 
движущейся точки суть непрерывный функщи времени, то разности 
(а?1 — л;), (У|— ^), (^е?4 — а) могутъ быть выражены по известной Тайло- 
ровой формуле сл^дующимъ образомъ: 

^1 ^~ сИ '^аГ' Т:2~Г"5?^ 172:3 "т^е?^ 1. 2.3.4"^ "1^^^/ 



У1 "■ ^ — е^Г "+" 5^» 1:2 '^Ш^гЖг'^^гЖзл'^'' У^^^) 

^* "" '^"" ТГ"г 5?Т:2^""5? ГХз'^'З^ГХО"*'--^^"^/ 

Сл^^довательно, для тою, чтобы перейти отъ координатъ х, у, е къ ко- 
ординатамъ x^у у^, ^е^^, надо знать не только проэкщи скорости и ускорен1я 
въ моментъ ^^ но еще и величины вторыхъ, третьихъ и высшихъ произ- 
водныхъ отъ координатъ по времени для того же момента. 

Эти проязводныя выражаютъ проэкщи на оси координатъ X, У, 2, ве- 
личинъ, названныхъ Резалемъ: 8агассё1ёгаиоп8, а Сомовымъ— ^скоремёялсм 
высшихъ порядковъ; зд']^ь мы дадимъ опред'кЕешя ускорешй высшихъ по- 
рядковъ, составимъ выражешя проэкщи ихъ на неподвижный оси коорди- 
надъ и выражен1я проэкщи ускорешя втораго порядка на касательную къ 
траэкторш, на главную и на вторую нормаль. 



П\-р 
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Мы вид']^^га, что ускорен1е Ь (усвореше п^звато порядка) можно опре- 
делить вакъ деленную на еднниду времени скорость годографа. 

Если изъ начала воординатъ провести длину, равную и параллельную 
]ЦЖЕ% изображающей ускорете перваго порядка, то, при изм^неши 
ускорешя съ течен1ехъ времени, конецъ проведенной длины опишетъ 
кривую линш, которую можно назвать годрографомъ ускоретя перваго 
порядка. 

Проэкд1и на оси координатъ X, У, 2^ рад1уса вектора этого годографа 
равны: в^х^, вЬ^\ в'»". 

Ускореигемъ втораго порядка называется деленная на ^ (квадратъ 
единицы времени) скорость точки, описывающей годотрафъ ускорен1я пер- 
ваго порядка; величину и направлеше этого новаго ускорешя мы будемъ 
обозначать знакомь г?. 

Изъ этого опред'к1ен1я сл^дуеть, что проэкц1и на оси координатъ 
ускоретя втораго порядка выражаются третьими производными коорди- 
натъ точки по времени: 



V С08 (г; А) = -^ 
г;со8 \^У) = -^ 

V соз (р2) = -^ 



(307) 



И ЧТО ускорен1е это ти-Ьеть изм']^решя длины, д'кюнной на кубъ вре- 
мени. 

Дад^е, ^^скроетемь третьяю порядка называется деленная на еди- 
ницу времени въ куб^ скорость годографа ускорешя втораго порядка; по- 
этому проэкщи на неподвижный оси координатъ этого ускорен1я равняются 
четвертымъ производнымъ координагь по времени: 



г;со8(г?Х) = 






V(т{VУ) = ^\ 



(308) 



г?со8(|;-^) 






и оно им^етъ изм'Ьрбтя длины, д^кленвой на четвертую степень вре- 
мени. 

17 



>/ш^/;.. 
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, Продолжая таБииъ образомъ дал^е, мы составимъ себ^ понятхе объ 
усБорен1яхъ пятаго и высшнхъ порядковъ и найдешь, что проэкщи на не- 
подвижныя оси Боординатъ усБорен1я п-ато порядка выражаются произ- 
водными (п + 1)-наго порядка отъ координатъ по времени и что ускоренхе 
этою порядка им^^етъ изм^решя длины, д-ккенной на (п + 1)-ную степень 
времени. 

Обратимся теперь снова къ равенствамъ (304 — 306); первыя части ихъ 
представляютъ проэкцхи на оси координатъ хорды ММ^^ соединяющей по- 
ложен1е М движущейся точки въ моментъ ^ съ положен1ем1> ея М^ въ мо- 
ментъ (^ Н- ^); каждый изъ членовъ вторыхъ частей представляеть проэкц1ю 
на одну изъ осей координатъ н'Ёкоторой длины, а именно: первые члены 
суть проэкщи длины, равной произведетю г;&, вторые члены суть проэкцш 

длины, равной произведен1ю г;-»-, и т. д. 

Такимъ образомъ оказывается, что равенства (304 — 306) выражаютъ, 
что хорда М есть геометрическая сумма безчисленнаго множества длинъ: 
МА, АА^, А^А^^ (черт. 106), равныхъ: 

МА = ^0, ААг = ^172' ^1-^2 ~ ^ пкз'^2^3 = V 172:31' ' • • • 

и направленныхъ: первая— вдоль по скорости, вторая — параллельно уско- 
решю перваго порядка, третья — параллельно ускорен1ю втораго порядка 

и т. д.; какъ скорость, такъ и ускорешя относятся къ моменту I, 

\ — 

Г) - ^тобы составить выражен1я проэкщи ускорен1я втораго порядка на 

касательную и главную нормаль, мы предположимъ, какъ въ § 66 п 67, что 

х^ у^ а выражены функц1ями отъ ^ и при этомъ предположенхи возьмемъ 

отъ нихъ третьи производный по времени. 



Входящ1Я въ эти выражен1л третьи производный отъ координатъ по 
дуг-Ь 5 зависятъ не только отъ кривизны, но также отъ изм^Ьнетя поло- 
жен1я плоскости кривизны вдол^ по кривой. 

Величину, характеризующую изм']^нен1е положешя плоскости кривизны 
вдоль по кривой, прежде называли второю кривизною ея; назвате это, по 
его неправильности, зам']Ьнено на иностранныхъ языкахъ другимъ, которое ^ 
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бнтъ ■ерпедево на ргссЕШ язшъ сломуъ: завте •ОкшЬпи^. л. 

Ср€дшк мештие крто#, нл кропжев!! хутв ея огъ точка ЛС !•> точ- 
ки ЛГ^ есть <яко и сц| е угла, закл^шощагооя хежлу шюгвосткжп кравязвн 
къ точкать М ш Ж.^ къ ^ит^^ этой хтп. 

Пра пра6пжен1н точка ЛГ къ точк! ЛС ю 1Х1ава1еа1а съ нек^ утоп 
яехду плоскостана кравазав ира^ажаетса къ нудкц во велгчава ^>едвап> 
завала врв<авжае1га къ н1в(лоро# аре111ьвой ковечвой вехачва!^ вкфа* 
жаюа|ей млшмт^е кривой вг ммчк» ЛГ. 

Велпчана завити въ какой лабо точк% крпвой можеть бть виражева« 

с1^:и>вате1ьно, вь вщ-Ь отво1аеБ1а безковечио-маито утла ^/9* закл1>чающа« 

.госа между влоскостаха крвввзаи въ хвугь безковечво (иазкахъ точкахъ 

ЛС а Л1, крпвой. въ ллав^ <2^ безковечно-х&юй луга« зак«1>ча»>щеЛся вежлу 

ятахв точками: 

Зават1е = *'/. • 

Изъ этого оарехк1е1пя вадно. что завале, пою^но крпввзв'к лм'^тъ 
изм'Ьрев1я едвнпцн, хЬленной на некоторую ддпву: эта ддпна нальп1аотч.'я 
обнкновенно величиною радмуса второй крввизны п обашачаетоя буквом п 
но такъ какъ мы употреАляемъ эту букву для о(цхшачен1я Х1>уп1хъ вели- 
чпнъ, то согласимся обозначать эту длину буквою /. 

П такъ: 

Завмт1е = у = ^^,1 (310) 

тд-]^ I есть такъ называемый рад1уеъ второй крнв1гзны. 

Уголь (Г^ можетъ быть также опрехЬлентч какъ уголъ между напра- 
влен1ямп литй, проведенныхъ черезъ безконечно-блнзк1я точки ЛГ п Л^ 
перпендикулярно къ плоскостямъ кривизны въ этихъ точкахъ: каждая 
такая лпн1я называется второю ишеиою норма,9ью м^ш ^11мо/>.м<1.1ъю. 

Касательная къ крпвой. главная нормаль и бпнорма.1ь. п^юведенныя 
въ которой либо точк^^ крпвой, взаимно пераендпкулярны. 

Для того, чтобы составить общее аналитическое внражен1е величины 
завпт1я въ производныхъ отъ воординатъ по ъ' и, об)>атно. выразить 
третьи пропзводныя въ завилп п вривизн1ц мы употребимъ нижесл'Ъ](ую- 
Щ1Й пр1емъ. 



*) По ЭТОЙ арвчинЪ кривую двоякой кровизна с1Ьдуеть называть ватою 
«ривою. 

17* 



'{\]}-^^. 
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_[5 . Представииъ себ'Ь, что вдош по кривой движется некоторая точка е(к 
скоростью равною едивиц'Ь и что одновременно съ этинъ н^оторая не- 
изм']^няемая среда совершаетъ вращательное движете вокругъ начала коор- 
диватъ такимъ образомъ, что н'Ькоторая неизмгбнно связанная съ нея> 
ось ОТ сохравяетъ постоянную параллельность направлешго рад1уса кри- 
визны кривой въ той точк"! ея, въ которой находится движущаяся точка, 
и что, кром^ того, некоторая другая ось ОЕ неизменяемой среды сохра- 
няетъ постоянную параллельность скорости точки, движущейся по кривой^ 
тогда само собою будетъ следовать, что ось 025 будетъ постоянно парал- 
лельна бинормали. 

Если по оси 02 атложить отъ начала координатъ длину ОЪ равцую 
единице, то безконечно-малая дуга, описанная точкою Ъ, будетъ равна 
д.€[^; если же мы означимъ черезъ х^,^ у^у е^ координаты этой точки, то 
завит1е выразится сл^дующимъ образомъ: 



Т = 1 = 1/(5)' + ®Г + (5Г...(311> 

Координаты х^^ у1^^ е^^^ равныя косинусамъ угловъ, составляемыхъ осью^ 

21 съ осями X, У, 2, определятся по формуламъ (60, ^, Л, г стр. 60), если 

въ нохъ подставить: ^ 

^ ^ ^ 

^* ~ ^з' ^9 ~ аз ^' ~ Жз' 



получимъ: 



а^х й^у й^я 



^х — хь Р\^еГвбг8^ аз аз") 



(йа Л*х их Л^г\ го л лч 

'» = Рь = р[а,-а?-ТаЖ')) («^1^/ 

На осяхъ г и Г возьмемъ точки к ж щ отстоящ1я отъ О на единицу 
Д1ИНЫ. Проэкцш на оси Н, Т, 21 вращательныхъ скоростей ^^^ь, Ш^, Ш^ 
точекъ ку п, Ъ выразятся, по формуламъ (114) стр. 103, такъ: 

ЬОк С08 (риЕ) = О, Й)* С08 (Ш^^Г) = г, и)|ь С08 (ш^^Я) = —^ 

Ьп С08 (гРпЕ) = — г, Шп С08 (ЬД) = о, Шп С08(Й)п2) = р 

Й)й С08 (ЩЕ) = ^у Ь)ь С08 (ШьГ) = — р, \Х>ь С08 (Шь2) = 0. 
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Но мы зяаемъ, что направлеше рад1уса кривизны параллельно касатель- 
ной къ кривой, описываемой точкою к^ поэтому джО и г есть величина 
положительная. 

Сл']^довательно, проэкц1я скорости Ь)5 на ось Н тоже равна нулю, а 
проэкц1Я \х>п на эту ось им-Ьеть величину отрицательную. 

Величина же р можетъ быть положительною или отрицательною. 

Во всякомъ случа*]^ касательная къ кривой лиши, оппсыва!емой точ- 
кою &, параллельна главной нормали; но скорость этой точки можетъ быть 
или параллельна отрицательной оси Т, еслир>0 (черт. 107), или парал- 
лельна положительной оси Т, если1?<0 (черт. 108); въ случаяхъ перваго 
рода скорость точки п им']^етъ положительную проэкщю на ось 2, въ слу- 
чаяхъ втораго рода — отрицательную. 

Такимъ образомъ завит1е состоитъ во вращеши плоскости кривизны ^^« ^'7' 
вокругъ касательной лин1и; направлен1е вращенгя опред-Ьдяется знайомъ ^'^/,\1'^ , 
величины 2>. 1^х<игр.^ 

Изъ того, что касательная къ кривой, описываемой точкою Ь, парал- 
лельна главной нормали, сл']^дуетъ: 

ав^~-^ (Г5«Р' а8^~-^ аз' Р' сгз^~ -^ аз^ Р' • У"^^"^) ч./.; >' 

гд*! верхше знаки должны быть взяты при р большемъ нуля. 
Г'^ Такъ какъ осп 2, X и 2 взаимно перпендикулярны, то: 

откуда, взявъ производную по 5, получимъ: 



аз^^"^ аз Т^*-55^ 



Р-Ьшимь это равенство относительно -^: 

из "^ ^х аз ^х аз 

я подставимъ вместо Х», \).х и производной' отъ л;^ '^^ 5 ихъ вышеприведен- 
.дыя значен1я, получимъ равенство: 

^/ ач \ 

_\1азЧ__ 1 ах ^ соъфХ) . (чм\ 

5^ ■"" р аз— I , • • • • ^.^А*> 

/^ .-/5 т^ У.,' ,:•;, ./^ Г • ■ ^ 



уи1 -у;!,. 
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подобнинъ же образомъ составииъ два друг1л равенства подобиаго же вида^ 
заключающха у и вм'бсто х. 

Изъ этихъ равенствъ получикъ зат^лъ сд']^дую]1ця выражешя для треть- 
ихъ производвыхъ: 



При помощи этихъ выражен1й равенства (309) представятся сл'^^дуюп^имъ* 
образомъ: 

V С08 (г>Х) = ± ^^ С08 (ЬХ) + 7 "^ «оз (рХ)+ 



+Ф-?)% (316> 



Изъ этихъ выражев1й видно, что проэкцхи ускорен1я втораго порядка 
на касательную, на направлен1е рад1уса кривизны и на бинормаль выра-^ 
жаются такъ: 



• • • • 



г;со8М = ^ — р, (317)' 

'Vсоф^) = \-^^, (318) 

|;со8(г;Ь) = 11Г|-; (319)' 

въ лосл^днемъ варажен1и верхн1Й знакъ долженъ быть взять тогда, ког- 
да р ША^&тъ величину положительную. 

Для опред']§лен1я знака величины р мы возьмемъ выраженхе: 

р = »Р„С08(Й)„2)= %а:, + ^-^уь + ^^ь, 

которое представится, по сокращен1и, подъ сл-Ьдующимъ видомъ: 

-^""Р \55» 1^5 аз^ из аз") ~^ а^ Каз (Тз^ аз с[з^)'^ 

"*" аз^ [аз аз^ аз азЧ) •••••* 1оли/ 
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Для прим'Ьра опред^ликъ ускореше втораго порядка въ движен1и точки 
съ постоянною скоростью по правой или л^вой винтовой линш на круто- 
вомъ цилиндр'Ь. 

Движен1е выражается сл']Ьдующимъ образомъ: 

■г, /а*С08о\ ТУ . /а^С08а\ . . 

х = /ссов ( — ^-1, у = :Ц=Д8Ш(^ д ], ^ = а^вша, 

тх^ а есть скорость движущейся точки, 22— рад1усъ основан1я цилиндра, 
а— уголъ наклонен1я винтовой лиши къ основан1Ю цилиндра; верхн1й знакъ 
относится къ право-винтовой линш. 
По изв'Ьстнымъ формуламъ найденъ; 

Лз = асИ. 8 =• а1\ 

зат'Ьмъ: 

■г» 18 С08 а\ -г> . /5 С08 а \ 

а? = Д СОВ ( д ^, у = н-Д8Ш( д у -8? = 88Ша. 

По формуламъ (286) и (287) мы найдемъ, что радаусъ кривизны им-Ь- 
етъ постоянную величину: 

_ В 

Р С08*а 

И направлен1е прямо противоположное координатной оси а (черт. 7). 

По формуламъ (311) и (312) мы найдемъ, что завитхе винтовой лиши 
также постоянно на всемъ протяженш кривой и равно: 

81п а С08 а 

такъ что 

в 



г = - 



81П 3 С08 а 

По формул']^ (320) мы составимъ выражеше для р: 

81п а С08 а 



р = 



в 



Сл-Ьдовательно, въ право-винтовой линш р им^етъ отрицательную, въ 
л4во-винтовой— положительную величину; поэтому завитае, при которомъ 
р > О, можно называть л'Ёво-винтовымъ, обратное-— право-винтовымъ. 

Проэкщи ускоретя втораго порядка на касательную и бинормаль въ 
разсматриваемомъ движен1и равны: 

* ! «^«/' * Ч ®^ С08* а • • ; • . а^ С08^ а 8Ш а 

V со8{г;г;)= ^5— ^ ^ ^ов (^6) = I;:: ^2 — '—^ 

проэкщя на рад1усъ кривизны равна нулю. 
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Бинормаль направлена внизъ (по отрицательнод оси Е) въ правонъ 
и вверхъ въ л']Ьвомъ винт^ поэтому проэкщя ускоренхя на бинормаль со- 
ставляетъ въ обоихъ случаяхъ съ осью 2 острый уголъ. 



ГЛАВА IX. 

Ускорен1я точенъ твердаго т%ла. 

§ 73. Проэкщи ускорвн1й точекъ твердаго тФлана 
неподвижные оси Еоординатъ. 

Чтобы получить выражения проэвц1й ускорешй точевъ твер- 
даго т'бла на неподвижння оси Боординатъ, надо взять произ- 
водныя по { отъ об-Ьихъ частей равенствъ (142) стр. 125: 

"<■ — ш — V йг-^^- 



Входящ1я сюда производныя: 

С[{х — 'хю) с^(у — ую) д:{& — гю) 



можемъ зам'бнить снова ихъ выражен1яии изъ равевствъ (142): 

^^ ^ ^ь ф-^.)Рй-(^~а:«>)1гГ 

Бо второй части этого равенства придадииъ и внчтемъ изъ 
нея произведен1е (ж — х^ Р^; она получить тогда сл'Ьдующ1й видъ: 

{{х -а:^Р+(у-у«>)<2 + (^-^»о)^г)Р — (а? — а^^2^ = 

= 1?^г С08 (г2) — {х — х„) й\ 



и- }},}н. 
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Тавниъ образонъ получатся сл:Ьд71)Щ1я внражешл: 



^ =м; г(»8 {г4;Х) =У^ ,+ {г — г^ (^ — (у—Ую) И' + 

' +[регсо8(г2) — (ж — а;«)д'^ (321, а) 

и. ^ 

+ д2гсо5(г01)-(1/ — у„)2' (321, Ь) 

^ =«; сов (г(;2) = г^"» + (?/ — «/„) Р' — (а; - х„) д' + 

-I- Бегсо8(г2) —(,г — г„)2^ (321, с) 

I 

Разсматриваа эти вБфаакен1я, мы зам'Ьчаемъ, что вторнд части 
1хъ закдючаютъ три группы, членовъ: 

Л) Проэкцш ускорен1Я полюса, то есть величины х^, у^, ^^. 

В) Члены, заключающ1е величины Р', ^\ В'. 

С) Члены, заключающ1е Р, ^, В> во второй степени или 
произведешя ихъ. 

§ 74. Угловое ускореше, его изм4реш.я. Вращатель- 
ное ускоренхе. 

Величины: 

^ ~ €[1' ^ ~ й1^ -^ ~ аг -^ 
равно какъ и величину изъ нихъ составленную: 



мы встр'Ьчали уже въ § 30; зд'Ьсь намъ придется повторить кое 
что сказанное въ зтомъ параграф'Ь. 

Если изъ начала иоордивать провести длину, изображающую угло- 
вую сБорость, то, при движ^ши т'Ьла, Бонецъ ея Л опишетъ иривую 
ЛИН1Ю, назыш^жую неподвижнымъ годографомг угловой скорости; 
рад1усы векторы этого годографа такъ относятся къ единиц'Ь длины ((^), 
какъ представляемый ими угловыя скорости относятся къ единиц'Ь 



'Л- ?'^' 
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угловой скорости (1 : ^), поэтому координаты точки А выразятся 
величинами: 

вд . Р, ед . ^. вд . В^ 

а про9БЦ1и на оси координатъ скорости этой точки — величинами: 

вд . Р\ вд . ^\ вд . в!. 

Величина . скорости точки Л будетъ равна вд .й. 

Скорость точки А^ д'бленная на вд^ то есть величина й^ на- 
зывается угловимъ ускореигемъу а величины Р', ^\ В' у — нроэв- 
ц;1ями угловаго ускорешя на неподвижный оси координатъ; на- 
правлеше скорости точки А называется направлешемъ угловаго 
ускорен1я; поэтому мы пишемъ сл:Ьдуюлия формулы: 

р' = 2со8(йхх (г'=2со8(6у), в'=йсх>^(йг). (322) 

Угловое ускорбН1е им'Ьетъ изм'Ьрешя отвлеченнаго числа д'Ь- 
леннаго на квадратъ времени, такъ что: 

единица угловаго ускорен1Я = (единица врем.)' ' 
Заключающ1яся во вторыхъ частяхъ выражен1й \4^) разности: 
{^ — ^ю)д'—{у — ую)В', {х — х^)В' — {1з — :1!^)Р\ 

{У-У^)Р' — {х—Хго)Я' 

им'бютъ тотъ же самый видъ, что и вторыя части равенствъ (9 6), 
отличаясь отъ нихъ т-Ьмъ, что, вместо проэкщи угловой скорости, 
заключаютъ проэкщи угловаго ускорешя; по сходству вида мы мо- 
жемъ судить, что эти разности суть выражен1я цро9кц1й на оси 
X, У, 2 н!Ькотораго ускорен1я (то есть величины, имеющей ив- 
м'Ьрешя длины д'Ьленной на квадратъ времени), направленваго пер- 
пендикулярно къ плоскости, проведенной черезъ рад1усъ векторъ 
г=ЮШ точки и черезъ направлеше Юй (черт. 109) угловаго 
ускорешя. Уч;кореше это, которое мы назовемъ шращателшымъ 
ускоренгемб вонругъ полюса Ю^ им^етъ величину равную произведе- 
Н1Ю угловаго ускорешя на длину разстоян1я ШН точки Э№ отъ лмнш 



^ ' I 
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йЮ ж направлено сдАва на право для наблюдателя, стоящаго но- 
гами въ Ю по направлен1Ю Юй и еютрящаго на точку 9)2; мы 
условЕмса обозначать это вращательное ускорен1е тавъ: №. 

ю = бтн = ег|^(2г) (323) 

» со8(й)Х) = (^ - г„) Я'— {у—у„) В' 

^осо8(тУ) = {х-х„)в'—(г-л„)Р' .... (324) 
» С08 (й)2) = (у— у„) Р'—{х—х„) О! 

§ 75. Центростремительное ускореше. 

Въ членахъ трупон С въ внрахен1яхъ (321) заключается 

произведеЕ1е гсо8(г&), выражающее длину ^0^(черт. 41)]1ро8Б- 

Ц1И рад1уса вентора ЮШ на направлен1е Юй угловой скорости; 
кром!Ь того, мы находимъ въ членахъ этой группы разности 
{х — х^)^ {у — у^^ (^ — ;гг^, выражающ1я проэкцш радхуса 

вектора г(ЮШ) на неподввжныя оси координатъ; сл'Ьдовательно, 
члены этой группы можно написать такъ: 



й\ЮЕ С08 (ЙХ) — г С08 (ГХ)] , й\ЮЕ С08 (2 У) — г С08 (г У)] , 



^'[^о^Е;со8(^^) — гсо8(г^)]. 

БеличинЫу 8аключающ1дся въ скобкахъ вида [ ], с;ть проэк- 
Ц1И на оси X, У, 2 геометрической разности между длиною 

ЮЕ^ направленною по С, и между рад1усомъ векторомъ ЮЭ){; 
геометрическая же разность (см. стр. 124) атихъ длинъ есть 

длина ШЕ (черт. 41), поэтому разсматриваемые члены выра- 
жаютъ про8кц1и на оси Х, У, 2 ускоренгя равнаго: 



и направленнаго отъ ЭП къ Е, 
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Это усБорбн1е называется центростремительнымъ ускаренгемъ 
по отнтиент къ полюсу Ю; мы буденъ его обознатать знатгонъ: с. 

т ш 

С С08 (сХ) = Р2Г С08 (гЯ) — 2^ (д? — х^) 



с С08 (сУ) = ^^^ сов (гО,) — ^^{у — у„) 
с 108 {с2) = ЕЯг о 8 (г2) — Я^^{г — е„) 



. . . (325) 



§ 76. Усворенхе всякой точки твердаго т*ла есть 
геометрическая сумма трехъ ускорен!*. 

Формулы (321 — 323) выражаютъ, что ускореше го всякой 
точки твердаго т4ла можетъ быть разсматриваемо, какъ гео- 
метрическая сумма трехъ ускорешй: 

^ А) ускорен1я го^ точки Ю (полюса), 

В) вращательнаго ускорешя й) вокругъ этого полюса, 

С) центростремительнаго ускорен1я с по отношешю къ этому 
полюсу. 

Символическое выражеше этой зависимости: 



го = Шю + щ+ с (326) 

зам'Ьняетъ собою формулы (321). ? |^ 






§ 77. Выражешя проэкщй ускорешй точекъ твер- 
даго т^ла на оси координатъ, неизм^^нно связанныя 

съ тйломъ. 

• • • • 

Такъ какъ ускорен1я го^ го^, № и с им^ютъ ташя величины 
и направлешя, что изъ лиши равныхъ и параллельннхъ имъ. 

можно составить замкйутый четыреугольникъ, то проэкщя го на 
всякое направлеше, а сл'Ьдовательно и на оси Е, Т, 2, равняется 

сумм'Ь проэкцтй остальныхъ трехъ ускорен1й на тоже направленю. 

• • • 

Составимъ выражен1Я проэкц1й ускорен1Й го^^ №, с, на оси 

'^^ Т 7. 

-, 1, II. 



\к-7г. 
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А. 11роэвц1а ускорена полюса Ю на ось г очеввдно вира- 
жаегся формулою: 

г(;н,со8(г(;^Е)=ж"«,Х»11Ну"кЛу + 'в^'иж . . • • (327) 

и подобныя хе формулы выражаютъ про8КЦ1М его на дв'Ь друпя оси. 

В, Проакщи вращательнаго ускоренхя на оси 2, Т^ 2 должны 
выражаться формулами сходными съ формулами (114), выражаю- 
щими проэкц1и вращательной скорости на гк же оси, такъ ванъ 
вращательное ускорен1е отличается отъ вращательной скорости 
т'Ьмъ, что угловая скорость зам'Ьнена угловымъ ускоренхемъ. 

Сл']&довательно, намъ предстоитъ прежде составить выражен1я 
проэвщй угловаго ускорен1я на оси г, Т^ 2. 

Проэкщя угловаго ускоренхя на ось г равна. 

й С08 (ЙЕ) = Г К + ^\ + ^г'А,, 

или: 

Если мы подставимъ вм'Ьсто >/^, Х^, х'« ихъ выражешя (104,. 
а, 6, с) на стр. 93, то найдемъ, что второй тричденъ второй 
части предыдущаго равенства равенъ нулю. 

По формуламъ же (116), тричденъ, отъ котораго берется 
производная по Ь въ предъидущемъ выражен1И, равенъ 'р^ такимъ 
образомъ мы получимъ: 



/^ ч 



9 С08 (22) = р' = Р'Х« + ^\^ ВХ 

й С08 (6Г) = д' = Р'|*,+ С'»»» + -Й>ж 

2 С08 (22) = г'= Р'у. + Я'Ь + -В'^! ] 



, . • • (ЗйО) 



то есть проэкц1и угловаго ускорешя на оси Е, Т, 2 суть величины: 

(1р (?д (Лг 



*) Формулы эти сл^дуютъ также иаъ формулъ (182) стр. 116 



♦ -# 
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На оеноваши сказаннато, проакц1и усворешл № на оси В, X, 2 
выражаются формулами: 

го С08 (гоЕ) = С?' — цг I 

П) соз (гог) = 5г' — ср' [ (329) 

ш соз (П)2|) = "^У — $д' 

с. Проэкщя центрострехительнаго уекоренхя на ось г равняется 
2^, помноженной на разность проэкцхй на туже ось длинъ ЮВ 
и ЮШ\ то есть: 

ссо8(сЕ)=^^^(9^Е;со8(^Е)— 92^; 

во: 

2.10^; = ре + дт1 + К, 
поэтому: 

ссо8(сЕ) = р(ре + дт1+К)— №^ . . . (330) 

гд4 

На основаши свазаннато въ начал'Ь этого параграфа, мы состав- 
ляемъ сл'6дующ1я внраж^1Н1Я про9кц1й ускорешя какой либо точки 
твердаго т'Ьла на оси коордмнатъ, неизм'Ьнно связанння съ тЪломъ:^ 

«р С08 (г<;2) = х"„\ + у"„\у + гг"„Х,. + С?' — т|г' + 

+ р{р^ + а-г\-\-г^) — ^^'' (331, а) 

V) ео8 («;!) = а;"«,н1, + У'^}*^ + г"„^, + 5г' — Ср' + 

+ д(р5+г>1 + »-С)-г12^ (331, Ь) 

М^С08(м^2) = а;'>«^-У'„Vу+/'„V, + -г[р' — ^^ + 

+ г(ре+дт1 + гС)-С2* (331, с) 












(32)^; 



I 
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ГЛАВА X. 

Ускорен1е относительнаго движешя точки по отношеню къ 

движущейся неизм-Ьняемой сред-Ь. 

§ 78. УсБорен1е отнобительнаго движешя. Проэкщи 
его на оси Еоординатъ, нежзм^^нно связаниыя со средою. 

Возвращаемся снова къ относительному движешю н'Ькоторой точ- 
ки Ж по отношенш къ н'Ьноторой неизм^Ьняемой движущейся сред'Ь. 

Отъ скорости относитехьнаго движен1я нерекодимъ къ уско- 
ретю относительнаго двихешя такинъ хе обраеомъ, какъ это 
делалось для абсолютнаго двихепя. 

Все, что бнло сказано въ УШ^й глав'Ь объ ускорен1И абсо; 
лютнаго двихен1я, о проэкщяхъ ото на оси координатъ X, У, 2^. 
на касательную и на главную нормаль траактор1и абсолютнаго 
движен1я, — прим-Ьняется слово въ слово къ ускорешю относитель- 
наго движен1я, къ про9кц1ямъ его на оси г, Г, 2, на касатель- 
ную и на главную нормаль траэкторхя относительнаго двихенгя. 
Поэтому, говоря объ ускорещи относительнаго двихен1Я. мы бу- 
демъ зд^ь внрахаться короче^ такъ какъ намъ пришлось бы 
почти повторять сказанное въ глав* УШ. 

Для краткости, мы будемъ говорить: < относительное уско- 
рете> вм-Ьсто: «ускорейе относительнаго двихешя >. 

Относ0тел||&ое ускореше есть величина присущая всякому та- 
кому относительному движешю точки Ж по отношенш къ дви- 
жущейся неизм'Ьняемой сред!Ь^ въ которомъ относительная ско- 
рость точки Ж йзм'бняетъ постепенно свою величину или направ- 
лен1в.эъ цеизм-Ьняемой сред*, или то и другое вмйст*. 

Величии а относительнаго ускоренгя равняется дгьленной 
на едингщу времени величингь относительной скорости точки 11, 
чертящей годографъ относительнаго движенгя (§ 45). 

Направленге, которое иигьетя^ отиосшпельная скорость 
этой точки 11, принимается за направленге относительнаго 
ускоренгя. 



\ 
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Относительное усвореше им'Ьетъ т% же самнд изм'бренхя (раз- 
м'Ьры), вавге им'Ьетъ усвореше абсолютнаго движешя и изм'6- 
ряетсл т'Ьми же самыми единицами. 

Относительное усвореше, подобно абсолютному^ изображается 
ДЛИНОЮ; отложенною отъ положешя движущейся точви по на- 
правлешю относительнаго усворешя и заключающею въ себ'Ь столько 
единицъ длинн и частей ея сколько въ изображаемомъ ускоренхи 
заключается единицъ ускорешя и частей ея. 

Величину и нанравлеше относительнаго усвор«шя какой либо 
движущейся точви М мы будемъ обозначать тою же самою бук- 
вою, какою обозначали величину и нанравлеше относительной ско- 
рости ея, но съ точкою надъ буквою; если относительную ско- 
рость точки Ж мы обозначали буквою м, то относительное уско- 
рен1е ея обозначимъ сл'Ьдующимъ знакомъ: 

• 

и. 

Проэкщи ускорешя относительнаго движен1я на оси коорди- 
натъ г, Ту 2 равны д'Ьленнымъ на в про9кц1ямъ на т'Ь же оси отно- 
сительной скорости точки И, описывающей относительный годо- 
графъ; а такъ какъ относительный координаты згой точки суть: 

«5'=«§,<^'=.^, ««:'=.§,.... (332) 

ТО проэкшм относительнаго ускорен1л на оси Е, Т> 2 выражаются 
такъ: 

«*С08(«^Т)= д^[ (333) 

и С08 {иЪ) = -^ 
Величина относительнаго ускорешя: 

^= + У(е")' + ЫУ + (с")' (334) 



л^/а.^У. 
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Проэкщя относЕтельнаго уекоретя на всякое направлеше П, 
неизменно связанное съ движущейся средою, выражается формулою: 



и С08 (ггП) = 



_ Д'(рС08(рП)) 



(335) 



гд'6 р означаютъ величину и направлен1е рад1уса вектора, про- 
веденнаго изъ точки Ю къ движущейся точк'Ь М. 

Относительное ускореше заключается въ плоскости кривизны 
относительной траэктор1и; проэкщи его на нанравлен1е относитель- 
ной скорости и на направлен1е рад1уса кривизны относительной 
траэктор1И выражаются такъ: 



ио.оъ{ии)==-~^^ч г^ соз (е«р) = - » (336) 



Зд4Ьсь р означаетъ величину и нанравлен1е рад1уса кривизны 
относительной тра9Ктор1и въ той точк'Ь, въ которой находится 
движущаяся точка въ разсматриваемый моментъ. 

Проэкц1И относительнато ускорен1я на координатный оси сфе- 
рическихъ или полярныхь относительнихг ноординатъ (стр. 173) 
выражаются формулами, вполн'Ь подобными т'Ьмъ, которыя выра- 
жаютъ про9КЦ1и ускорешя абсолютнаго движен1Я на координатныя 
оси абсолютныхъ сферическихъ или полярныхъ координатъ. 

Проэкщи относительнаго ускорен1я на неподвижныя оси ко- 
ордпнатъ X, У, 2 выражаются формулами: 



^Лр^] 



и сов (иХ) = $"Х, -|- 7)'>^ + С"Ух 
г*со8(е«У) = 5'\ + г^'у„ + С'Ч 
и С08 (и2) = е"Х, + ■п"\^> + С" V, ] 



(337) 



§ 79. Завясишость между ускоренхяии абсолютЕнмъ 
и относительЕымъ. Поворотное усЕореше. 

Для опред^леш соотношешя мехду усворешенъ абсолютнаго 
двихешя точки М и усЕорев^еиъ относительнаго движен1я ея по 

18 
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отношешю Бъ двнхущеЯш веизм^наеной сред^Ь, мн вовыеиъ 
пролзводныя по времени отъ равенетвъ (199) § 48; получпъ: 

+ ж"«,+5>/'.+ V'» + !:V". (338, а) 

+ У'«,+?х",+ V;+СV", (338, Ь) 

+ А^$х",+ V'. +':V^ (338, с) 

Д] . Первыя части этвхъ равенетвъ внражаютъ проэкц1И на не- 

подвижння оси Ху У, 2 ускорен1Л V абсолютнато движбН1Я точки М. 

1Г. Вторыя части каждаго изъ этихъ равенетвъ завлючаютъ по 

десяти членовъ. 

!. ^ Сумин первыхъ трехъ члеповъ выражаютъ (см. (337)) нроэБ- 
1Х<1^Т/Ц цш на оси X У, 2 ускорен 1Я и относительнаго движенхя точки М. 

^^ За этими членами въ внражен1яхъ (338) стоятъ тричлены, за- 

ключенные въ скобки и помноженные на два; эти тричлены мы срав- 
нимъ со вторыми частями равенетвъ (93) стр. 83; такъ, тричленъ: 

сравнммъ съ тричленомъ: 

й)С08(.1,^ = |^ + ^^*+С^ (93) 

и подобнымъ же образомъ еравнимъ нроч1е соответственные три- 
члены. 

Тричлены вида (93) выражаютъ, какъ намъ изв'Ьстно, про9кц1И 
на оси X, У, 2 вращательной вокругъ нолюса Ю скорости той 
точки 3№ среды ^ относительныя координаты которой суть 1^ г\, С. 
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Подтому тричленн вида: 

внражаютъ про9ЕЦ1и на оси X, У, ^^ вращательной вокругъ Ю скоро- 
сти той точки неизм'Ьняеиой среды, относительныя координатн которой 
суть: в.1^ в.-г]. в.с', а это, какъ намъ известно (332), суть относитель- 
Н12Я координаты точки и, описывающей относительный годографъ. 
Сл<Ьдоватбльно^ тричленЫ; заключающ1еся въ скобкахъ во вторыхъ 
частяхъ равенствъ (338), равняются, д'Ьленнымъ на единицу времени 
(в), проэкц1ямъ на оси X, У, 2 вращательной скорости (вокругъ по- ^1»<г. 



А^с < 



люса Ю) той точки неизм-Ьняемой среды, съ которою въ разсматри- ^^ 
ваемый моментъ совпадаетъ точка 11, чертящая годографъ относитель- { 
нагодвиасенгя; очевидно, трнчлены этиим'Ьютъ изи^решя ускорешй. ^> 

Такииъ образоиъ мы видимъ, что вышесказанные удвоенные трн- 
члены представляютъ проэкцш на оси X, У, ^ ускорешя, имйю- <^ 
щаго величину и направлеше удвоенной и д^^ленной на в вра- 
щательной скорости точки среды, совпадающей съ точкою 11. 

Въ механике весьма часто приходится пользоваться форму- 
лами, въ которыхъ проэкцш вышесказаннаго ускорешя входятъ 
преимущественно съ отрицательными знаками; поэтому принято обоз- 
начать особымъ наименовашемъ не то ускорен1е, объ которомъ 
мы сейчасъ говорили, но прямопротивоположное ему. 

Посл'Ьднее называется у французовъ <центроб'Ьжнымъ слож- 
нымъ ускорен1емъ> (ассё1ёга410п сеп^пГа^е сот]Ю8бе); этому не 
совс4мъ удачному наименовашю мы предпочтемъ другое, употреб- 
ленное Сомовымъ въ его Рац15нальной Мехеник'Ь, а именно на- 
именоваше поворотнаго ускоренгя. 

и такъ, поворотнымъ^ ускоренгемъ ми будемъ называть 
ускоренге равное и прямопротивоположное удвоенной и дть- а 
ленной на единицу времени вращательной (вокругъ полюса Ю) 
скорости той течки иеизмгьняемой среды, съ которою вг раз 
сматриваемый моментъ совпадаетъ точка П, чертящая 

бШШЛШКЫЛ %0д01рафъ, С/<с/Л^( ^: *( огп^/ос/гх^^^^у.г*.: 
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Величину и направление поворотнаго усворешя на буденъ 
обозначать знаЕОИъ: 

Мы ии'Ьемъ, следовательно, таБ1Я внражещя для про9БЦ1й 
поворотнаго ускорен1я на оси X, У, 2л\ 



г1-* ;■'•■ ■*■' 



кУ)=— 2{^\'у + 1>^ + Су',) . • • (340) 



к С08 {кХ) = — 
А;со8(й;30 



Т'6 самыя преобразован1я, помощ1Ю которыхъ мы ивъ формулъ 
(93) получили формулы (96), дадутъ намъ возможность выразить 
тричлены, заЕлючающ1еся во вторыхъ частяхъ равенствъ (340), 
разностями, заключающими угловыя скорости Р, ^, и ^г и проэк- 

Ц1И рад1уса вектора УХЮ на оси X, У, 2\ тогда получимъ: 

Тс С08 [ТсХ) = — 2{(^и С08 {и2) — Ви С08(«У)) | 

Тс С08 (Л У) == — 2(Бг« С08 (««X) — Рисо^ {иг)) \ , • (341) 

к С08 (йгг ) = — 2(Р«* С08 {и У) — 0г*со8(г^Х)) 

гд4 про9КЦ1И скорости (ге) на оси X, У, ^? выражаются фор- 
мулами (196). 

Величина поворотнаго ускорен1Я равняется произведешю: 



22г^8т(«2) = й;; 

\ нанравлен1е же его перпендикулярно къ плоскости, параллельной 
1 угловой скорости неизменяемой среды и относительной скорости 
{и) движущейся точки Ж; сторона, въ которую направлено ново- 
ротное ускорен1е, определяется по следующему правилу: наблю- 
дателю, стоящему ногами въ точке ^0, головою по направлешю 
,' угловой скорости и смотрящему на точку 11, длина, параллель- 
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Величину и направлен1е поворотнаго ускорешл мы будемъ 
обозначать знакомъ: 



л о ИЛ1 ^н^ц. 



(\ сЬ ю ^ 



1С€ Г /Г- 



ь. 



Мы имЪемъ, следовательно, таБ1л выражентя для проакщй 
поворотнаго ускорешя на оси X, У, Х\ 



^ С08 (^30 = — 2{^% + 7|^у + С'VV) 
к сов (к2) = — 2( ГХ', + 7] V', + СЧ'.) ] 



. . , (340) 



Т'Ь самыя преобразован1Я, помощ1Ю которыхъ мы ивъ формулъ 
(93) получили формулы (96), дадутъ намъ возможность выразить 
тричлены, заключающ1еся во вторыхъ частяхъ равенствъ (340), 
разностями, заключающими угловыя скорости Р, ^, и Д и ароэк- 

щи рад1уса вектора ХкЮ на оси X, У, 2; тогда получимъ: 



к С08 (кХ) = 
к сов {к У) = 
ксон{к2) = 



2{^и сов (иг) 
2{Еи сов (иХ) 
2(Рисо&{иУ) 



1?1*со8(г*У))] 

Весов (1*^?)) [,.(341) 

^исо^{иX)) 



гд% проэкцш скорости (и) на оси Х, У, Я выражаются фор 
мулами (196). 

Величина поворотнаго ускорен1Я равняется произведешю: 



1чП'Я4 т а" 



■1С' 



I 
\ 



22м8ш(а2) = к\ 

направлеше же его перпендикулярно къ плоскости, параллельной 
угловой скорости неизменяемой среды и относительной скорости 
(«е) движущейся точки Ж; сторона, въ которую направлено пово- 
ротное ускорен1е, определяется по следующему правилу: наблю- 
дателю, стоящему ногами въ точк* Ю, головою по направлешю 
угловой скорости и смотрящему на точку 11, длина, параллель- 



// < 



-м.' ^[^^^ .■ 



^1 



9/9 си %л^м,са,. 



/<» 



. '}>^^1€ЦС€С //?.ГЛ-/-€ ^//о-Лг» ^9^/*€6^^:€ с4пА,^Х^ €ГЗ^а^1 
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'ул . е/!^с//»^ ^^^//9 г : 



а^ ^ |Р4^Л г \' л? 
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Величину и направлеше поворотнаго ускорешл мы будемъ 
обозначать знакомъ: 



л о 1^('Л1 е-н^и 



1\ сЬю ^ 



и1еги 



к. 



Мы ииЪемъ, следовательно, таБ1л выражен}я для проакщй 
поворотнаго ускоренхя на оси X, У, 2: 



^ С08 (й;30 = — 2(ГХ^ + 'п'Н'^ + ^'^'^ 
к сов (к2) = — 2( П\ + т] V', + Су'.) ] 



. . . (340) 



Т'Ь самыя преобразовашя, помощ1Ю которыхъ мы изъ формулъ 
(93) получили формулы (96), дадутъ намъ возможность выразить 
тричлены, заключающ1еся во вторыхъ частяхъ равенствъ (340), 
разностями, заключающими угловыя скорости Р, ^, и 12 и ароэк- 

щи рад1уса вектора МЮ на оси X, У, 2; тогда получимъ: 



к С08 (кХ) = 
к сов {к У) = 
ксон{к2) = 



2{^и сов (иг) 
2{Еи сов (иХ) 
2(Рисо&{иУ) 



1?1*со8(г*У))] 

Весов (1*^?))[,. (341) 

Оисо&{иХ)) 



гд4 проэкцш скорости (и) на оси X, У, Я выражаются фор 
мулами (196). 

Величина поворотнаго ускорен1я равняется произведешю: 



к|.«гчЛ. .- 



\ 



1 



29ив1п{иО) = й;; 

направлеше же его перпендикулярно къ плоскости, параллельной 
угловой скорости неизменяемой среды и относительной скорости 
(и) движущейся точки М; сторона, въ которую направлено пово- 
ротное ускорен1е, определяется по следующему правилу: наблю- 
дателю, стоящему ногами въ точк* Ю, головою по направлешю 
угловой скорости и смотрящему на точку 11, длина, параллель- 
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ная поворотному ускорен1Ю и проведенная изъ точки и, пред- 
ставится направленною справа на лгьво (черт. 110)/^ 

Поворотное ускорен1е обращается въ нуль: 

а) когда скорость относительнаго движен1я равна нулю, 

Ъ) когда угловая скорость равна нулю, 

с) когда скорость относительнаго движен1я параллельна мгно- 
венной оси. 

ЗатЪмъ остается разсмотр'Ьть значен1е посл'Ьднихъ четырехъ 
членовъ во второй части кагдаго изъ равенствъ (338). 

Легко видФть, что суммы этихъ четырехъ членовъ выражаютъ 
проэкщи на оси X, У, 2 ускорен1Я той точки Ш неизм'Ьняемой 
с^еды, съ которою въ разсматриваеиый ^оментъ совпадаетъ точка Ж; 

ОТНОСИТеЛЬНЫЯ координаты точки Ш постоянны, поэтому Пр09КЦ1И 

7Скорен1я {го) ея выражаются такъ: 



V) С08 {гоХ) 
• . • 
г(7С08(г(;У) 

«;со8(м'^) 






. . . (342) 



Изъ всего свазаннаго видно, что равенства (338) нохно на- 
писать сл'Ьдующинъ образомъ: 



?г.С ис *^ О'" - 



7 



• • •• •• •. 

V С08 (^Х) = и С08 {иХ) -\- V) соз {гоХ) — А С08 {кХ) 

• • .. •• •• 

V С08 {VУ)=^и С08 {иУ) + ^) соз (гс; У) — й соз (й;У) 

• • .• .'• •• 

V соз {V^!,) = и соз {и2) + ^ соз {^)2!) — к соз {к2) 



; . (343) 



а это означаетъ, что ускоренге абсолютиаго движенгя точки М 
можетъ быть разсматртаемо какъ геометрическая сумма 

треосъ ускоретй: относительнаю ускоренгя (и) точки М въ 
относит^ельномь двиоюенги ея по отиогиенгю къ какой либо 

движущейся средть, ускоренгя (го) той точки среды у съ кот4>рою въ 









■ \ 

.< 

V 



\\ 



~ '/ 1 



рассматриваемый моментъ совпадаешь точна М, и ускоренгя 
равнаю и прямопротивоположнам поворотному ускорент (к). 

^™- I ^г "^ ^ "-г^г-с^л.и 

с ^ К 5_ — . 

2* = ?; + ^;— «(; (^44) 



с х/< = 






г -*.^/^.«0. ««»т< 



( " то 'есть 'ускорете относительнаго движенгя есть геометриче- 
; екая с«/л1Л<а ускоренгй абсолютнаго, поворотнаю^ и ускоренгя 

^ равнаю и прямопротивоположнаго ускорент (^). 

§ 80. Формулы, выражан)Щ1я зависимость между 
проэкщями вышесказанныхъ четырехъ ускорешй на 
оси координатъ, неизменно связанныя съ движущеюся 

средою. 

• • * • 

ТаЕЪ какъ ускорен1Я V^ к, ( — го) и (и) им-Ьготъ так1Я величины 
«г направлен1я, что изъ лин]й равныхъ и параллельныхъ длинаиъ, 
ихъ изображающииъ, можно построить замкнутый четыреутольникъ^ 

то про9БЦ1Я ускорен1Я и на всякое направлеше, подвижное или 

неподвижное, равняется сумм'Ь прозкщй на то же направлеше уско- 

• • • 

рен1й V, к Е взятаго въ противоположную сторону ускорен1я ги.- 

Составимъ равенства, выражающ1я результаты проэктировашй 
этого^ четыреугольника на оси Е. Г, 2. /т'!*/' 

/} .'-л.'./л.-/ и НА 9цхи о^с и.пт ^^*^ ^'// .у'> • 

^'} Очевидно что проэкцш аосолютнаго ускоренш V на эти оси 
выражаются сл'Ьдующиии -формулами: 






V С08(г>Е) = х\ + у\ + 2\ 

V С08 (г;Г) = х"^^ + г/'^-у + ^"^ 
^со8(г;2)= ж\ + у'Ч + ^"^^^ 



(345) 



З/Такъ какъ относительныя координаты точки 11 суть в?', вУ1^ «с', 
то проэкщи поворотнаго ускорешя на оси Е, Г, 2 наосноваши 
формулъ (114) стр. 103 выразятся такъ: 
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Лсов(А2)=-2(г>^г-г§)^ 



. (346) 



Поэтоиу мы будемъ пм'Ьть сл'Ьдующ1Д равенства, которыя 
намъ понадобятся въ иехандк'Ь относительнаго лвижен1л: 






\ = 1^со8 (г)Н) — гю С08 {гоЕ) - 2(д^ — г^}) . . (347, а) 
= !;со8(|;Х) — но С08 (го^) — 2( г ^-^ — р -^^ . . (347, Ь) 






^а = г;со8(г;2) — и; С08 (г(;2) — 2(р ^ — д -^Л . . (347, с) 

ГЛАВА XI. 



^\'*{Р\'-''\\ * ''■^>/ 



Объ ускорен1яхъ въ составныхъ движен1яхъ. 

§ 81. Положимъ, что какое либо движен1е точки М есть 
составное изъ двухъ составляющихъ двилсен1й: изъ относитель- 
наго движешя точки М по отношен1ю къ н'Ькоторой движущейся 
неизм^Ьняемой средЪ № I и изъ переноснаго движен1я точки М 
вм'ЬстФ съ этою средою. 

Ускорешемъ точки М въ какой либо иоментъ I въ каждомъ 
изъ этихъ составляющихъ движешй иы назнваемъ то ускорен1б, ко- 
торое имЪла бы въ этотъ иоиентъ точка М тогда, когда было бы* 
уничтожено другое составляющее движвн1е, а точка М въ остав- 
шемся движешй проходила бы въ иоментъ I черезъ положен1е, 
занимаемое ею въ этотъ моментъ въ составномъ движенш. 

По этому опред'Ьлешю усворен1я составляющихъ движетй суть: 
и ~ ускороше относительнаго движешя точки М по отношвН1Ю 
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къ сред* № I и ^ — ускоре^ге пе^^еноснаю деижеигя, равное 
усЕорешю той точки среды •№ I, съ которою въ моментъ { со- 
впадаетъ точка Ж. 

Изъ сказаннаго въ послФдвихъ двухъ параграфахъ преды- 
^ дущей главы видно, что, вообще говоря, ускорете составнаго 
( двиоюенгя не равняется геометрической суммгь ускоренгй со- 
^ ставляющиосг движетй. 

Тавъ что, если иы построимъ на ускорен1дхъ и щ го состав* 
ляющихъ движенШ параллелограимъ, то Д1агональ его не будетъ 
представлять величину и направлен1е ускорешя составнаго дви- 
жен1л; чтобы получить посл'Ьднее, придется на полученной Д1а- 
гопали и на ускоренгй, равноиъ и противоположномъ поворот- 
ному, построить новый параллелограмъ, д1агональ котораго уже 
будетъ изображать ускорен1е составнаго движен1Я. 

Ло, если среда № I движется поступательно, то тогда 
ускорете составнаго движенгя есть геометрическая сумма 
ускоренгй состдвляющи^св двиоюенгй. 

При составноиъ движеши точки М, образующемся изъсоеди- 
нен1я н'Ьсколькихъ составллющихъ движешй, какъ указано въ 
§ 60, мы дадимъ следующее опред-Ёлете ускорешямъ точки въ 
составлюящихъ движен1яхъ. 

Ускорен1е точки М въ моментъ Ь въ которомъ либо изъ 
состввляющихъ движешй есть то ускоренхе, которое имФла бы въ 
этотъ моментъ точка М тогда, когда были бы уничтожены вс* 
составляющ1я движешя, исключая разсматриваемаго, ипритомъ уни- 
чтожен1е тФхъ составллющихъ движетй было сд-блано такъ, чтобы 
въ оставшемся движеши, какъ точка Ж", такъ и вспомогатель- 
ный среды приходили бы въ моментъ I въ т'Ь положен1я, который 
они занимаютъ въ этотъ моментъ въ составномъ движен1И. 

Возьмемъ наприм'Ьръ составное движете, разсмотрЪнное на 
страницахъ 216 и 217, и, согласно съ даннымъ опред'Ьлешемъ, 
перечислимъ ускорешя въ его составллющихъ движешлхъ. 

Представимъ себ'Ь, что всЪ среды находятся неподвижно въ тФхъ 



^1-Ц^ 
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саннхъ полохешяхъ, которня он^Ь занимаютъ при полноуъ дви- 
2ен1и въ нонентъ (; отноеятельное же двяген1е точки М по отно- 
шешю въ сред'Ь Лё (К—!) мн предаодогинъ неизн'Ьнившижся; 
то усворен1е, которое при этяхъ предположешяхъ будетъ яж'Ьть 
точка М въ нонентъ ^, есть ускоренхе точки М въ номентъ I 
въ составляюшенъ двигеши № 1-й. 

Представинъ себ*, что среды №№: I, II, (5^—11) нахо- 
дятся неподвижно въ гЬхъ самнхъ поло2ен1яхъ, которня он^Ь зани- 
маютъ въ монентъ I] предполохимъ^ что точка М совпадаетъ съ тою 
точкою Ш среды № (К — I), съ которою она совпадаете въ моментъ 
*, но что относительное дви»ен1е среды № {К — I) по отношен1ю къ 
сред^Ь № (К — II) совершается такимъ же образонъ, вавъ и при со- 
ставнонъ движеши; ускорен1е, которое при этихъ предположен1Яхъ 
будетъ им'Ьть точка М въ нонентъ ;, есть ускорен1е точки М въ мо- 
ментъ Ь въ составляющенъ движен1И № 2. Очевидно, что это уско- 
рен1е тождественно съ ускорешенъ точки ЭЮ1 въ моментъ ^ въ 
относительнон'ъ движеши ея по отношенш къ сред^Ь № {К — 11). 

Нетрудно вид^Ьть, какъ продолжать эт9 разсужден1я дал^Ье. 

Весьма важно обратить внимаше на сл'Ьдующее обстоятельство: 

Ускоренге составнаю движенгя точки есть геометрическая 
сумма ускоретй ея еъ составляющио!^ двиоюенгяхъ^ но только 
при томъ условги^ чтобы неизмтьняемыя средыу при помощи ко- 
торыхъ совершается составленге движенгя^ есть двигались бы 
поступательно. (348) 

Если это услов1е соблюдено, то проэкц1я на какое бы то ни 

• 

было направлеше 1/, подвижное или неподвижное, ускорен1Я V 

точки М въ составномъ движенш равняется сумм^Ь проэкц1й уско- 
• • . 

рен1й ея 1;1, г;27 ^39 въ составляющихъ движешяхъ: 

• . .• •• •• • 

V С08 (г;!/) = Vx сов {Vг^) + V2 С08 {V2^) + Vг С08 {ЬгЬ) + . • (349) 
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